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Коливання в самохідних машинах впливають практично на всі осно-
вні експлуатаційні властивості: комфортабельність і плавність ходу, стій-
кість, керованість і навіть витрату палива. Коливання зростають зі збіль-
шенням швидкості руху, підвищенням потужності двигуна, істотний 
вплив на коливання надає якість дороги. Коливання і вібрації у самохід-
них машинах є джерелом шуму. Коливання, вібрації і шум шкідливо 
впливають на водія, пасажирів і навколишнє середовище. 
Коливання виникають, насамперед, при взаємодії коліс з поверхнею 
дороги. У результаті прогину пневматичних шин і деформації підвіски – 
колеса і кузов роблять складні коливання. За коливанням коліс судять 
про стійкість і керованості самохідних машин. Коливання кузова безпо-
середньо визначають плавність ходу. 
Коливання уздовж поздовжньої осі виявляються при гальмуванні і 
розгоні, але не можуть бути визначальними для плавності ходу. Горизон-
тальні коливання уздовж поперечної осі кузова (бічні коливання) можли-
ві лише за рахунок бокової деформації шин. У результаті використання 
підвіски коліс кузов здійснює головним чином вертикальні, поздовжньо-
кутові і поперечно-кутові коливання. Перераховані коливання і визнача-
ють плавність ходу автомобіля. У наш час все більш актуальним стано-
виться питання віброзахисту самохідної машини в цілому та її оператора 
зокрема. Коливальні процеси призводять до найнебезпечніших наслідків, 
і боротьба з ними потребує серйозних інженерних знань.  
Запропонований навчальний посібник «Коливання механічних сис-
тем в автомобіле- та тракторобудуванні», окрім викладки основ приклад-
ної теорії коливань, також дає змогу освоїти на практиці дослідження 
коливань, які властиві вузлам та агрегатам самохідних машин, знаходити 
шляхи боротьби з негативними наслідками коливань.  
Основні положення цього посібника базуються на знаннях, які ви-
вчалися раніше з загальноінженерних та спеціальних дисциплін: Сучасні 
інформаційні технології в автотракторобудуванні; Загальна фізика; Вища 
математика; Теорія механізмів і машин; Опір матеріалів; Конструкція 
автомобілів і тракторів та їх аналіз.  
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РОЗДІЛ 1. ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ ТА ТЕРМІНОЛОГІЯ 
 
1.1. Цілі і завдання курсу 
 
Курс «Коливання і віброзахист самохідних машин» є базовою дис-
ципліною при підготовці інженерів-механіків у галузі автомобіле- та  
тракторобудування за спеціальністю «133 Галузеве машинобудування» 
спеціалізацією «133-01 Автомобілі та трактори» для всіх форм навчання. 
Предметом вивчення курсу є основні положення прикладної теорії 
коливань і її додаток при дослідженні крутильних коливань трансмісій, 
при аналізі якості віброзахисту оператора і вирішенні ряду специфічних 
проблем, що створюються в самохідних машинах. Створення автомо-
більної і тракторної техніки, здатної успішно витримати конкуренцію в 
умовах ринкової економіки, значною мірою залежить від надійності і 
довговічності вузлів і агрегатів машин, від умов праці оператора – на ці 
показники значний вплив мають різного роду механічні коливання, які 
мають місце у працюючій самохідній машині. 
Головною метою при оволодінні курсу «Коливання і віброзахист 
самохідних машин» є вивчення теоретичних основ механічних коливань, 
а також отримання практичних навичок визначення раціональних пара-
метрів вузлів і агрегатів машин. Грамотний інженер повинен вирішувати 
завдання, які передбачені, та при можливості запобігати шкідливому 
впливу коливань. Отримані знання можуть бути використані на всіх ста-
діях проектування самохідної машини та при її модернізації. 
Завдання курсу зводяться до вміння студентом на практиці застосо-
вувати такі чинники: 
• Розробка розрахункової модель досліджуваної системи машини і 
визначення наведених параметрів цієї моделі; 
• Складання рівнянь руху досліджуваної системи; 
• Визначати власні частоти і будувати форми коливань; 
• Будувати частотні характеристики і здійснювати аналіз якості дос-
ліджуваної системи; 
• Оцінювати вплив конструктивних параметрів вузлів на коливальні 
процеси у ньому. 
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1.2. Визначення механічних коливань. Параметри коливань 
 
Під механічними коливаннями розуміється періодичний рух систе-
ми з обов`язковим проходженням її через рівноважний стан. 
Неконтрольовані коливання створюють пряму загрозу міцності від-
повідальних конструкцій і можуть служити причиною аварій. Коливання 
порушують нормальні умови експлуатації вузлів і агрегатів самохідних 
машин, різко знижують їх довговічність. Коливання мають шкідливий 
фізіологічний вплив на операторів самохідних машин, тривала дія коли-
вань на людину є причиною ряду професійних захворювань. 
Оцінка віброзахисної якості самохідної машини входить до 
обов`язкових параметрів сертифікації, що визначає можливості реалізації 
продукції вітчизняного автомобілебудування і тракторобудування як в 
Україні, так і за кордоном. 
Коливання систем самохідних машин викликаються різними джере-
лами, які умовно ділять на внутрішні і зовнішні: 
Внутрішні джерела:  
• дисбаланс деталей, що обертаються; 
• ексцентриситет деталей, що обертаються; 
• нерівномірність роботи двигуна внутрішнього згоряння. 
Зовнішні джерела: 
• змінний профіль опорної поверхні; 
• різка зміна режиму руху; 
• періодичний вплив обладнання, вантажу в кузові. 
Коливання характеризуються основними параметрами: 
• період, розмірність – с; 
• частота кругова (циклічна), розмірність – рад/с; 
• амплітуда лінійна або кутова; 
• фаза коливань, розмірність – рад; 
• форми коливань. 
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1.3. Основні етапи дослідження коливань 
 
Незалежно від типу коливального процесу можна виділити загальну 
послідовність роботи, яка при дослідженні знаходиться у режимі коли-
вання системи: 
• Визначення розрахункових параметрів вихідної системи; 
• Складання розрахункової моделі, обґрунтування прийняття при-
пущень і спрощень, визначення наведених параметрів моделі; 
• Вибір узагальнених координат, надлишкових координат, визна-
чення зв`язків між ними; 
• Складання диференціальних рівнянь руху; 
• Визначення парціальних частот, головних частот, побудова форм 
головного коливання; 
• Визначення закону руху за координатами, що досліджуються; 
• Аналіз якості системи за характером перехідного процесу; 
• Вибір характеру зовнішнього впливу для дослідження вимуше-
них коливань; 
• Складання диференціальних рівнянь руху системи у режимі ви-
мушених коливань; 
• Визначення виразів частотних характеристик і вибір діапазону 
частот зовнішнього впливу; 
• Побудова та аналіз частотних характеристик за координатами, 
що досліджуються; 
• Рекомендації щодо вибору раці-
ональних параметрів досліджуваної сис-
теми і повторний аналіз якості. 
Відповідно до досліджуваних 
об`єктів при вивченні коливань у систе-
мах самохідних машин виділяють етапи: 
1. Коливання остову самохідної ма-
шини. Викладка теоретичної основи. Ви-
вчення коливань підресореного остову 
самохідної машини, коливань на робо-
чому місці оператора. Розгляд вимушених коливань систем первинного 
 
Рисунок 1.1 – Схема трактору 
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та вторинного підресорювання при 
різному характері зовнішнього впли-
ву. Відповідно до міжнародних стан-
дартів вказані регламентовані пара-
метри оцінки коливань на робочому 
місці.  
2. Коливання трансмісії самохід-
ної машини. Наведено теоретичні  
основи вивчення крутильних коливань. Розглянуто крутильні і згинальні 
коливання валів трансмісій самохідних машин. Викладено методики дос-
лідження вимушених коливань у трансмісії автомобіля і трактора з ура-
хуванням специфіки роботи енергетичної установки. Розглянуто основні 
напрямки боротьби з коливаннями. 
3. Вібрація на органах управління 
самохідних машин. Розглянуто специ-
фіку високочастотних коливань на ро-
бочих органах автомобіля і трактора, їх 
джерела. Показано вплив конструктив-
них параметрів на вібрацію. Вказані 
регламентовані параметрами. 
 
1.4. Класифікація коливань 
 
Класифікація коливання здійснюється за рядом ознак і особливостей 
руху системи, у тому числі: 
 
Таблиця 1.1 – Класифікація коливань 
№ 
з/п 
Тип класифікація Графічне зображення 
1 
За причинами, що викликають коливання: 
Вільні коливання – коливання, викли-
кані разовою зміною початкового ста-
ну системи; рух відбувається під дією 
відновлювальних та інерційних сил.  
 
Рисунок 1.2 – Схема трансмісії 
 
Рисунок 1.3 – Схема рульового 
керування 
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Продовження табл. 1.1 
1 
Вимушені коливання – коливання, що 
відбуваються під дією якого-небудь 
періодичного збурення; 
• якщо причиною коливання є зовніш-
ній силовий вплив, то говорять про 
силове збурення; 
• якщо причиною коливання є рух по 
хвилястій поверхні (копіювання хвиля-
стою поверхні), то говорять про кіне-
матичне збурення; 
• якщо причиною коливання є сили 







Параметричні коливання – коливання, 
що відбуваються внаслідок періодич-
ної зміни будь-якого параметра систе-
ми (жорсткість, момент інерції ...). 
 
Автоколивання – коливання, що відбу-
ваються під впливом зовнішнього не-
періодичного впливу (вібрація гальм, 
що супроводжуються скрипом) 
 
Критичний стан – безмежне збільшен-




За характером процесу коливання: 
Гармонічні коливання – переміщення, 
швидкість і прискорення у процесі ру-
ху змінюються за гармонічним зако-
ном: X(t) = A·sin·(kt + α). 
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Продовження табл. 1.1 
2 
Затухаючі коливання – внаслідок опо-
ру тертя амплітуда коливання в процесі 
руху системи зменшується з якого-
небудь закону. 
 
Зростаючі – амплітуда коливання в 
процесі руху системи збільшується з 
якого-небудь закону. 
 
Комбінаційні коливання – рух системи 
з лінійним накладенням декількох ко-
ливань з різною частотою і ампліту-
дою. 
 
Модульовані коливання – рух системи 
з періодичною зміною параметрів ко-
ливання (амплітуди або частоти) 
 
Негармонічні коливання – складення 
періодичного руху негармонічного 
характеру, в якому відсутнє чітке від-
ділення складових процесу. 
 
3 
За видом деформації елементів системи: 
Поздовжні коливання – супроводжу-
ються деформацією розтягнення-
стиснення пружних елементів. 
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Закінчення табл. 1.1 
3 
Поперечні коливання – відповідають 
деформації згинання пружних елемен-
тів системи. 
 
Крутильні коливання – супроводжу-
ються закручуванням пружних елемен-
тів системи  
4 
За частотою процесу коливань: 
Як основний критерій належить 
сприйняття коливання органами почут-
тя людини, умовно прийнято: 
• низькочастотні – при частоті до 1 Гц, 
• високочастотні – до 32 Гц, 
• вібрації – до 500 Гц, 
• звукові – до 20000 Гц. 
 
 
1.5. Узагальнені координати, абсолютна і відносна системи 
відліку координат 
 
При дослідженні коливання руху системи описується в узагальнених 
координатах і їх похідних. Узагальнена координата q – це кінематич-
ний параметр будь-якої розмірності, однозначно визначає положення всіх 
точок механічної системи в довільний момент часу. Узагальнені коорди-
нати є функцією часу. 
Залежно від вибору системи відліку розрізняють абсолютні та відно-
сні координати. В абсолютній системі початок відліку координат неру-
хомо пов`язано зі стабільною точкою і не змінює свого положення у про-
цесі руху системи. У відносній системі початок відліку координат 
пов`язано з яким-небудь елементом системи, зв`язок цей зберігається у 
процесі руху системи і початок відліку координат «копіює» переміщення 
свого базового (опорного) елемента. Відносні координати характеризу-
ють відносне зміщення елементів системи, їх взаємне розташування в 
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процесі руху. Вибір абсолютної або відносної системи координат в якості 
узагальнених координат визначається поставлене завдання. У наведеному 
на рис. 1.4 схемі руху тіла по хвилястій поверхні координати x і y є абсо-
лютними, а координати χ і γ є відносними. Вони характеризують дефор-
мацію пружного елемента системи. 
 
 
Рисунок 1.4 – Схема руху тіла по хвилястій поверхні 
 
Для однієї і тієї ж моделі механічної системи узагальнені координа-
ти можна вибрати по-різному, найбільш вдалий вибір визначається кон-
фігурацією досліджуваної системи (приклади наведені нижче у табл. 1.2). 
При складанні розрахункової моделі доцільним є поєднувати початок 
відліку узагальнених координат з положенням статичної рівноваги, згід-
но з цим забезпечується найбільш компактний запис рівнянь руху. Для 
позитивного напрямку відліку узагальнених координат рекомендується 
приймати в напрямку руху системи та в початковий момент часу. Необ-
хідна кількість узагальнених координат визначається кількістю степеней 
вільності системи. 
 









Горизонтальні переміщення  
x 
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Відносне кутове  
переміщення ∆φ = φ1 – φ2 
 
1 








y1 і y2 
 
2 







Крім узагальнених координат при складанні математичної моделі 
руху досліджуваної системи часто додатково доводиться використовува-
ти допоміжні координати, які потім виключаються методом підстановки; 
такі координати називаються надлишковими. При дослідженні складних 
механічних систем з великим числом ступенів свободи використання 
надлишкових координат стає неминучим. 
 
1.6. Складання розрахункової моделі системи 
 
Реальні механічні системи мають велике число ступенів свободи, що 
створює значні труднощі при аналітичному дослідженні цих систем. При 
складанні розрахункової моделі кількості степенем вільності доводиться 
обмежувати, зменшуючи тим самим, кількість узагальнених координат і 
відповідно – зменшуючи кількість рівнянь руху системи. 
Для спрощення розрахункової моделі прийнято нехтувати впливом 
другорядних деталей. Найбільш легкі елементи вважають безмасовими, 
порівняно жорсткі частини конструкції вважають зовсім не деформую-
чими, окремі малі тіла системи представляються у вигляді зосереджених 
мас. Зовнішній вплив на систему зводиться до точки. Таким чином, 
отримують розрахункову модель зі зосередженими масами. Системи з 
розподіленими параметрами значно глибше відображають реальну сис-
тему, однак розрахункова модель значно складніша. 
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Використовується кілька способів переходу від реальної до розраху-
нкової моделі; вибір варіанта визначається тим способом з якого надалі 










Рисунок 1.5 – Моделі системи: 
а – креслення моделі, що розраховується; б – розрахункова модель 
представляє собою систему жорстко зосереджених мас, з'єднаних безма-
сово пружними зв'язками; в – розрахункова модель представляє собою 
пружній безмасовий скелет системи, в якому масивні елементи заміню-
ються дією сил Fi; г – розрахункова модель є пружною лінію деформації 
системи, для якої складається рівняння деформацій хі 
 
Вибір розрахункової моделі визначається конфігурацією системи і 
способом складання рівнянь руху. 
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РОЗДІЛ 2. СИЛИ, ЩО ДІЮТЬ НА МЕХАНІЧНУ СИСТЕМУ В 
ПРОЦЕСІ ЇЇ РУХУ 
 
2.1. Сили зовнішні і внутрішні 
 
Залежно від походження діючих сил і їх зв`язку з параметрами руху 
механічної системи, розглядаються зовнішні і внутрішні сили. 
Зовнішні сили є збурювальними силами, які викликають вимушені 
коливання механічних систем. Зовнішні сили є деякими заданими функ-
ціями часу, що незалежні жодним чином від параметрів руху досліджу-
ваної механічної системи. 
Зовнішня сила може бути представлена у вигляді одиничного впли-
ву – імпульсного або стрибкоподібного типу (рис. 2.1). 
 
 
а                                   б 
Рисунок 2.1 – Зовнішня сила одиничного впливу: 
а – імпульсного типу; б – стрибкоподібного типу 
 
Значна частина зовнішніх сил є періодичною (рис. 2.2); найчастіше 
розглядаються гармонічні збурення.  
 
 
Рисунок 2.2 – Періодична зовнішня сила 
 
Джерелом періодичного негармонічного зовнішнього впливу склад-




Рисунок 2.3 – Періодичний негармонічний зовнішній вплив склад-
ного характеру 
 
Релейний вплив (рис. 2.4) має постійний напрямок і може бути обу-
мовлений введенням різних перемикачів 
 
 
Рисунок 2.4 – Коливання релейного типу 
 
У ряді випадків збурюючі сили не є детермінованими функціями, а 




Рисунок 2.5 – Коливання випадкового процесу 
 
Внутрішні сили виникають безпосередньо в елементах системи, в її 
зв`язках, залежано від параметрів руху системи та відіграють певну роль 
в коливальному процесі цієї системи. Залежно від зв`язку з параметрами 
руху системи (узагальнена координата q(t)) виділяють класи сил: 
 Позиційні Qпозиц = f (параметри системи, q(t)). 
 Дисипативні Qдис = f (параметри системи, q'(t)). 




2.2. Позиційні сили. Пружні и квазіпружні сили 
 
Позиційними називають сили, величина і напрямок яких визна-
чається миттєвою конфігурацією системи, її відхиленням від положення 
рівноваги. Таким чином, позиційні сили залежать від переміщення коли-
вальної системи і визначаються її узагальненими координатами q(t). 
Серед позиційних сил особливе значення мають відновлювальні си-
ли, що виникають при відхиленні системи від положення рівноваги, 
спрямовані протилежно відхиленню, і які прагнуть повернути систему в 
початкове положення. 
Коливальні властивості механічних систем обумовлені в основному 
наявністю відновлювальних сил. Відновлювальні сили, властиві елемен-
там конструкції, називають пружними. Відновлювальні сили іншої фі-
зичної природи, що діють тільки в певному напрямку, називають квазіп-
ружними; до таких сил відносяться сили гравітації, відштовхувальна сила 
рідини. 
Для наочної якісної оцінки відновлювальних сил існує пружня хара-
ктеристика, яка представляє собою залежність прикладеної до системи 
сили від величини деформації, що нею викликано, тобто P = f(q). 
Пружною характеристика може бути: 
• Лінійна – такою характеристикою володіють більшість пружних 
елементів (вали і стержні постійного перетину, циліндричні пружини).  
 
 
а б в 
Рисунок 2.6 – Лінійна пружня характеристика: 
а, б – приклади дії сили на пружній елемент; в – характеристика роботи 
 
• Ламана – такою характеристикою володіють системи з комбінова-
ним включенням пружних елементів (ресора з підресорником в підвісці).  
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а б в 
Рисунок 2.7 – Ламана пружня характеристика: 
а, б – приклади дії сили на пружній елемент; в – характеристика роботи 
 
• Прогресивна – таку характеристику мають системи зі змінними 
параметрами (конічна пружина, пнемобалони підвіски) автомобіля.  
 
 
а б в 
Рисунок 2.7 – Прогресивна пружня характеристика: 
а, б – приклади дії сили на пружній елемент; в – характеристика роботи 
 
• Регресивна – до такої характеристики може привести наявність в 
системі квазіпружних сил, важільних зв'язків (торсіонна підвіска). 
 
 
а б в 
Рисунок 2.7 – Регресивна пружня характеристика: 
а, б – приклади дії сили на пружній елемент; в – характеристика роботи 
 
2.3. Оцінка пружних властивостей систем 
 
Здатність коливальних систем розвивати відновлювальні сили ха-
рактеризується жорсткістю або зворотною їй величиною – піддатливістю. 
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Жорсткість пружного елемента може бути визначена за його пруж-
ною характеристикою – як тангенс кута нахил характеристики. 
























Для лінійних пружних елементів значення жорсткості є постійним і 
не залежить від величини його деформації: constс  . 
Відновлювальна сила віднQ  пружного елемента є його реакцією на 
деформацію від сили Р, отже віднQ P  .  
Таким чином, відновлювальна сила для лінійних пружних елементів 
пропорційна їх деформації, тобто переміщенню, і спрямована протилеж-
но: 
 
віднQ c q   .                                       (2.1) 
 
Відновлювальні сили сприяють коливальному руху системи. В 
табл. 2.1 наведені параметри жорсткості стандартних пружних елементів. 
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Широке застосування знаходять конструктивні елементи з частково-
лінійною пружною характеристикою; в цьому випадку при визначені  
жорсткості розглядається окремо кожна ділянка. 
Жорсткість нелінійних пружних елементів є змінною і визначається 
для кожного конкретного значення навантаження Р. 
 
 
а                                                             б 
Рисунок 2.8 – Пружні характеристики: 
а – прогресивна характеристика; б – регресивна характеристика;  
1, 2 – дотичні до пружних характеристик 
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Для визначення жорсткості проводиться дотична до пружної харак-
теристики в точці, що відповідає заданому навантаженню; значення жор-
сткості визначається як тангенс кута нахилу цієї дотичної до осі абсцис. 
Пружні елементи з прогресивною характеристикою володіють зростаю-
чим зі збільшенням навантаження жорсткістю, з регресивною – навпаки. 
Нижче наведені деякі найбільш часто використовувані нелінійні 
пружні елементи і надано вирази для побудови пружної характеристики. 
Частково-лінійна пружня характеристика властива системам з ком-
бінованим включенням лінійних пружних елементів; прикладом такої 
системи є спільна робота ресори і підресорник задньої підвіски вантаж-
ного автомобіля (рис. 2.9). 
 
 
а                                                             б 
Рисунок 2.9 – Частково-лінійна пружня характеристика ресори і під-
ресорника:  
а – спрощена схема; б – пружна характеристика  
 
Зусилля на пружному елементі 
 
 1 2 1P c h c h h     .                                 (2.2) 
 
Частково-лінійна пружня характеристика з зоною нечутливості ха-
рактерна при установці з зазором лінійного пружного елемента; прикла-
дом такого елемента є пружна муфта з зазором: 
Момент на пружній муфті 
 








,                                          (2.4) 
де   – величина зазору. 
 
 
а                                               б 
Рисунок 2.10 – Частково-лінійна пружня характеристика пружинної 
муфти: 
а – спрощена схема; б – пружна характеристика 
 
Для гасителя крутильних коливань зчеплення характерна установці 
лінійного пружною елемента з попереднім натягом: 
 
 
а                                               б 
Рисунок 2.11 – Частково-лінійна пружня характеристика зчеплення з 
попереднім натягом: 
а – спрощена схема; б – пружна характеристика  
 
0M M c    ,                                     (2.5) 
де 
0M  – момент попереднього натягу. 
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Регресивна пружня характеристика властива маятниковим і в тій чи 
іншій мірі – важільним системам; прикладом може бути торсіонна підвіс-
ка самохідної машини.  
 
 
а                                         б 
Рисунок 2.12 – Регресивна пружня характеристика  
важільної системи: 














,                       (2.6) 
де 
0  – кут відхилення від горизонталі балансира у вільному стані; 
  – поточне значення кута. 
Прогресивна пружня характеристика кращим чином відповідає ви-
моги до пружних елементів, які використовуються в системі підресорю-
вання самохідних машин.  
 
Таблиця 2.2 – Приклади прогресивної пружної характеристики 
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Для характеристики механічних систем з комбінованим розташу-
вання пружних елементів вводиться поняття еквівалентної жорсткості 
системи. 
Еквівалентна жорсткість в напрямку заданої узагальненої координа-
ти чисельно дорівнює силі, дією якої обумовлено одиничне переміщення 
в зазначеному напрямку. 
Еквівалентна жорсткість враховує жорсткість кожного пружного 
елемента, їх взаємне розташування в системі, з`єднання між собою і ва-
желі зв`язку між ними (див. табл. 2.3). Вираз еквівалентної жорсткості 
використовується в подальшому при складанні рівнянь руху системи. 
Експериментальне значення жорсткості визначається при малих 
швидкостях деформації, щоб виключити вплив швидкості. У разі викори-
стання нелінійних пружних елементів на стадії попередніх розрахунків 































В межах малих кутів   від-
хилення важеля від горизон-
талі: 
 2екв / cosc c l    
Кутове 
 
Муфта с п тангенціально 
розташовані на радіусі R 
спіральними пружинами з 
жорсткістю прc  
2
прc c R n     
 
Мірою позиційних сил є потенційна енергія П. Чисельно потенцій-
на енергія пружного елемента дорівнює площі його пружною характери-
стики: 
• для пружних елементів з лінійною характеристикою: 
 
2П / 2c q  ;                                         (2.7) 
 






Pdq  ;                                          (2.8) 
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• для квазіпружних елементів – сил гравітації: 
 
П m g h   ;                                         (2.9) 
 
При складанні рівнянь руху механічних систем в виразах позицій-
них сил і потенційної енергії використовуються відносні координати. 
 
2.4. Дисипативні сили різного роду тертя, характеристика.  
Коефіцієнт демпфування 
 
Дисипація енергії – перехід частини механічної енергії рухомої сис-
теми в теплову енергію. 
Дисипативні сили – це сили опору тертя, дію яких викликає теплове 
розсіювання енергії в навколишній простір, перешкоджаючи тим самим 
нескінченному руху. 
До дисипативних сил відноситься тертя в опорах та з`єднання меха-
нічної системи, сили опору середовища, сили внутрішнього тертя в мате-
ріалі конструктивних елементів. Дисипативні сили роблять незворотну 
негативну роботу, що і виробляє розсіювання енергії. Напрямок дисипа-
тивних сил в будь-який момент процесу руху протилежно направлено 
швидкості руху, а величина цих сил тим або іншим чином пов'язана зі 
значенням швидкості q'. 
Для наочної якісної оцінки дисипативних сил служить характерис-
тика тертя (дисипативна характеристика), яка представляє собою залеж-
ність прикладеної до системи сили від величини швидкості руху, тобто   
Р = f (q'). 
Вид характеристики визначається типом тертя та ступенем точності 
моделі. На першому етапі дослідження зазвичай беруть ідеальну модель 
тертя (рис. 2.13). 
Здатність коливальних систем розвивати дисипативні сили характе-




     
а                                        б                                   в 
Рисунок 2.13 – Ідеальні моделі тертя: 
а – сухе тертя; б – лінійно-в`язке тертя; в – турбулентне тертя 
 
Коефіцієнт демпфування b представляє собою прикладену до рухо-
мої системи силу, яка викликає одинична зміна швидкості руху 



























Для системи з лінійно-в`язким тертям коефіцієнт демпфування від-
повідає тангенсу кута нахилу характеристики тертя. 
Дисипативна сила дисQ  елемента тертя є його реакцією на рух від 
сили Р, отже дисQ P  . 
Таким чином, дисипативна сила пропорційна швидкості деформації 
і спрямована протилежно руху. 
Для будь-якого виду тертя: 
 
   дис sign
n
Q b q q     .                           (2.10) 
 
При сухому терті п = 0, тоді 
 
 дис signQ b q   .                                  (2.11) 
 
При лінійно-в`язкому терті п = 1, тоді 
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дисQ b q   .                                         (2.12) 
 
При турбулентному терті п = 2, тоді 
 
   
2
дис signQ b q q     .                            (2.13) 
 
Дисипативні сили перешкоджають коливальному руху системи, од-
нак в деяких випадках сили тертя можуть слугувати причиною порушен-
ня і розгойдування коливань, це має місце в автоколивальних системах. 
 
2.5. Інерційні сили. Коефіцієнт інерції 
 
Будь якій системі, схильній до коливань, властива наявність інер-
ційних сил; інерційні сили підтримують рух системи. 
Інерційними називаються сили, величина і напрямок яких визнача-
ється миттєвими значеннями прискорень q'' масивних елементів механіч-
ної системи. 
У загальному вигляді  
 
інерQ a q   ,                                      (2.14) 
де a  – узагальнений коефіцієнт інерції. 
Коефіцієнтом пропорційності для інерційних сил при поступально-
му русі є маса тіла, а при кутовому – момент інерції: 
• при лінійному (поступальному) русі:  
 
інерQ m q   ;                                      (2.15) 
 
• при кутовому русі момент сил інерції 
 
інерM I    .                                      (2.16) 
 










 .                                       (2.17) 
 
При складанні рівнянь руху механічних систем в виразах інерційних 
сил і кінетичної енергії використовуються абсолютні координати. 
 
2.6. Методика складання рівняння руху 
 
Залежно від конфігурації досліджуваної системи при складанні рів-
нянь руху механічної системи застосовуються: 
 основний спосіб; 
 прямий спосіб; 
 зворотний спосіб; 
 енергетичний метод. 
При дослідженні коливань більшості механічних систем знаходить 
застосування основний спосіб, де використовуються рівняння Лагранжа 
другого роду для малих коливань консервативних систем. 




П Фd T T
Q
dt q q q q
    
    
     
,                      (2.18) 
де T  – кінетична енергія досліджуваної механічної системи; П  – 
потенційна енергія досліджуваної механічної системи; Ф  – дисипативна 
функція системи; q  – узагальнена координата; зовнQ  – збурювальна сила, 
узагальнена зовнішня сила.  
Для багатомасових систем рівняння руху складається окремо по ко-
жній координаті, результатом є система диференціальних рівнянь. 
При складанні рівнянь руху простих систем ланцюгової структури 
часто використовується прямий спосіб, в основі якого покладено прин-
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цип Даламбера. 
У розрахунковій моделі досліджуваної системи від масивних елеме-
нтів умовно обриваються всі наявні зв'язки, дія відкинутих зв`язків ком-
пенсується реакціями зв`язків; для кожного масивного елемента системи 
складається рівняння сил: 
• для поступального руху: 
 
відн дис інер зовн 0Q Q Q Q    ;                         (2.19) 
 
• для кутового руху: 
 
відн дис інер зовн 0M M M M    .                      (2.20) 
 
При складанні рівнянь руху необхідно враховувати не тільки вели-
чину, а й напрям дії сил. При дослідженні коливань балкових і рамних 
систем доцільно використовувати зворотний спосіб складання рівнянь 
руху. 
У цьому випадку розрахункова модель являє собою пружний безма-
совий скелет системи; розглядається переміщення пружної осьової лінії 
системи. Складаються рівняння руху системи в вигляді рівнянь деформа-
цій: 
 
інер дис зовнi i i ix Q Q Q        .                      (2.21) 
де 
i  – коефіцієнти впливу, які визначаються широко відомими з 
курсу «Опір матеріалів» методами. 
Аналогом зворотного способу складання диференціальних рівнянь 
руху є метод, який використовується для розрахунку балкових систем.  
Незалежно від вибору способу складання диференціальних рівнянь 
результат буде одним і тим же. 
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РОЗДІЛ 3. ВІЛЬНІ КОЛИВАННЯ ОДНОМАСОВОЇ МЕХАНІ-
ЧНОЇ СИСТЕМИ БЕЗ УРАХУВАННЯ ОПОРУ 
 
3.1. Вільні коливання лінійної одномасової системи без ураху-
вання опору тертя 
 
Вивчення вільних коливань становить певний інтерес в зв`язку з 
практичними завданнями дослідження руху механічних систем. Характе-
ристику вільних коливань повністю визначають індивідуальні динамічні 
властивості механічної системи; їх знання необхідні при аналізі вимуше-
них коливань. 
Лінійна одномасова механічна система, яка здійснює коливання в 
межах малих відхилень є найпростішою моделлю, досить зручною для 
дослідження. Таку модель називають лінійним осцилятором. 
З метою виключення впливу сил гравітації розглянемо рух тіла на 
горизонтальній площині (рис. 3.1). 
 
   
а                                                   б 
 
в 
Рисунок 3.1 – Рух тіла на горизонтальній площині: 
а – початкова модель механічної системи; б – розрахункова модель в 
стані спокою; в – система в процесі руху при 0t   
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При переході від початкової до розрахункової моделі досліджуваної 
системи приймаємо ряд припущень: 
 опором тертя нехтуємо; 
 впливом маси основи нехтуємо; 
 впливом маси пружини нехтуємо; 
 коливання розглядаються в межах малих відхилень; 
 рух відбувається строго в горизонтальному напрямку. 
Початок відліку координат поєднуємо зі станом статичної рівноваги. 
В якості узагальненої координати приймаємо горизонтальне зміщення х 
вантажу від його рівноважного стану. Позитивний напрямок відліку 
приймається в напрямку початкового руху вантажу. 
В якості вихідних даних приймаємо початкові умови: 
 початковий зсув   00x x ; 
 початкова швидкість  0 0x  . 
Для складання рівняння руху скористаємося прямим способом: 
пружний зв`язок умовно відкидається, а її дія замінюється реакцією 
зв`язку відн прQ Q . 
Внаслідок нерівномірного руху вантажу на нього діє сила інерції 
інерQ . 
 
прQ с x   ;                                         (3.1) 
інерQ M x   ;                                      (3.2) 
 
Оскільки тертя відсутнє та розглядаються лише вільні коливання, то 
дис 0Q   та зовн 0Q  . 
Відповідно до принципу Даламбера рівняння руху тут має вигляд: 
 
пр інер 0Q Q  ;                                      (3.3) 
0M x с х     . 
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У канонічній формі запису рівняння руху виглядає так:  
 / 0x с M х     або 2 0x p х    , 
де p  – циклічна частота коливань, p c M .  
Закон руху системи показує зміну в часі вихідного параметра руху 
системи х (t) і являє собою рішення диференціального рівняння руху при 
заданих початкових умовах. 
Структура рішення диференціального рівняння визначається коре-
нем його характеристичного рівняння.  
Рівняння руху в операторній формі запису 
 
   2 2 0s x s p х s   ,                                  (3.4) 
 
тоді характеристичне рівняння має вигляд: 
 




2s p j p    ,                                       (3.6) 
де j  – уявна одиниця. 
Рішення диференціального рівняння з комплексними коренями має 
вигляд 
 
     1 2cos sinx t C pt C pt    ,                          (3.6) 
де 
1C  та 2C  – сталі інтегрування, які визначаються початковими 
умовами. 
При 0t   маємо: 
 




1 0C x . 








Для зручності аналізу руху системи об'єднаємо тригонометричні 
функції sin pt і cos pt, потім перейдемо до запису закону руху у вигляді 
функції однієї змінної: 
 
         sin cos cos sinx t A pt A pt       ,            (3.7) 
де A  – амплітуда коливань, 
2
2 2 2 0
1 2 1
x
A C C x
p
 
     
 
; 






   
    
   
. 
Остаточний закон руху отримуємо у вигляді: 
 
   sinx t A pt    .                               (3.8) 
 






 .                                       (3.9) 
 
Оскільки циклічна частота коливань визначається тільки характери-
стикою самої системи і не залежить від початкових умов, то її називають 
власною частотою системи. 
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Рисунок 3.2 – Рух системи при вільних коливаннях 
 
Час досягнення першого максимуму визначається початковою фа-
зою коливань: 
 









Величина -a в вираженні t1 показує, що рух системи відбувається з 
«випередженням» на умовну величину t0 = α/ р. Пояснюється це початко-
вим запасом механічної енергії, яким володіє система в результаті дода-
вання початкових умов: потенційної енергії – внаслідок початкового зсу-
ву x0, і кінетичної – за рахунок початкової швидкості x'0. 
Для отриманого закону руху потенційна енергія системи в довільний 




2 2П sin 2
2
c x
A c pt 

     .                       (3.10) 
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Кінетична енергія системи в той же момент часу: 
 
   
 








       
   
           (3.11) 
 
Загальний запас механічної енергії системи при відсутності тертя: 
 
    2 2 2
2
П sin cos 2
2.
E T A c pt pt
A c
         
 
      (3.12) 
 
При дослідженні вільних коливань доцільно користуватися фазової 
площиною, тобто розглядати рух системи в прямокутних координатах x0 і 
x'0. 
Положення тіла, що коливається в будь-який момент часу на фазовії 
площині зображується точкою. З плином часу зображена точка перемі-
щається, описуючи фазову траєкторію. Графік залежності х'= f(x), зобра-
жений на фазової площині, являє собою фазовий портрет. 
Для побудови фазового портрета знайдемо зв'язок переміщення х і 
швидкості х', виключивши незалежну змінну – час t: 
 




   
2 2sinx A pt    та     
2 2cosx A p pt     , 
Об’єднавши рівняння, отримуємо рівняння еліпса з розмірами по 
осях x A  та  x A p  . 
Рух системи ілюструється фазовим портретом, який являє собою сі-




3.2. Вільні коливання одномасової системи з нелінійною  
відновлювальною силою 
 
Реальні системи в більшості своїй фактично мають нелінійну пруж-
ну характеристику. У тому випадку, якщо не лінійність незначна, то сис-
тему умовно вважають лінійною – лінеаризують. На практиці часто зу-
стрічаються системи з використанням окремих лінійних пружних елеме-
нтів, але з частково-лінійною пружною характеристикою системи в ціло-
му; такими є системи з зазором, з попереднім натягом, з комбінованим 
включенням пружних елементів. 
При дослідженні частково-лінійних систем використовується метод 
поетапного інтегрування. Пружну характеристику системи умовно роз-
членовують на окремі ділянки, в межах яких система є лінійною. Система 
розглядається окремо на кожній лінійній ділянці. Безперервність рішення 
забезпечується збігом граничних умов суміжних ділянок: кінцеві умови 
попередньої ділянки є початковими умовами подальшого. Як приклад 
розглянемо частково-лінійну систему з симетричним зазором а між пру-
жними елементами і вантажем. 
 
   
а                                                  б 
 
в 
Рисунок 3.3 – Рух тіла на горизонтальній площині: 
а – початкова модель механічної системи; б – розрахункова модель в 
стані спокою; в – система в процесі руху при 0t   
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При переході від вихідної до розрахункової моделі досліджуваної 
системи приймаємо ряд припущень: 
• опором тертя нехтуємо; 
• впливом маси основи нехтуємо; 
• впливом маси пружини нехтуємо; 
• коливання розглядаються в межах малих відхилень; 
• рух відбувається строго в горизонтальному напрямку. 
 
 
Рисунок 3.5 – Рух системи з нелінійною відновлювальною силою 
 
Початок відліку координат поєднуємо зі станом статичної рівноваги. 
В якості узагальненої координати приймаємо горизонтальне змі-
щення х вантажу від його рівноважного стану. 
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Надлишкова координата – відносна деформація пружного елемента 
χ. 
Рівняння зв`язку координат χ = х-а.  
В якості вихідних даних приймаємо початкові умови: 
• початковий зсув х(0) = х0> а, 
• початкова швидкість х'(0) = 0. 
 
 
Рисунок 3.6 – Пружна характеристика 
 
Для складання рівняння руху скористаємося прямим способом. Від-
повідно до пружною характеристикою системи розглянемо окремі етапи 
руху системи, виділивши ділянки з лінійною характеристикою. 
Ділянка 1 має межі   0a x t x  . 
Вантаж знаходиться під дією сил 
 
 прQ с c x a       ;                          (3.13) 
інерQ M x   .                                   (3.14) 
 
Оскільки тертя відсутнє та розглядаються лише вільні коливання, то 
дис 0Q   та зовн 0Q  . Рівняння руху на цій ділянці 
 
  0M x c x a      ,                              (3.15) 
 
або 2 2x p х p a     .  
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Рішення неоднорідного диференційного рівняння шукаємо в вигляді 
 
     часне загx t x t x t  ;                             (3.16) 
   2 2часне часнеx t p x t p a     , 
 
але  часнеx t const , тоді  часне 0x t  , звідки  часнеx t a .  
Так як характер спільного рішення диференціального рівняння ви-
значається його лівою частиною, то скористаємося отриманими раніше 
рішеннями 
 




     1 2cos sinx t a C pt C pt     ,                (3.18) 
де 
1C  та 2C  – сталі інтегрування, які визначаються початковими 
умовами. 
 
При   00x x  та  0 0x    
 
1 0C x a  ; 
2 0C  . 
 
Закон руху на розглянутій ділянці має вид: 
 




     0 sinx t p x a pt      .                         (3.20) 
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Кінцеві значення параметрів руху на розгляданій ділянці при 










   1 0x t p x a     . 
 
Ділянка 2 має такі граничні умови  a x t a   та 
   02 0x t p x a     . 
На вантаж діють сили: 
 
інерQ M x   .                                   (3.21) 
 
Оскільки тертя відсутнє, пружної дії немає та розглядаються лише 
вільні коливання, то дис 0Q  , пр 0Q   та зовн 0Q  . Рівняння руху на цій 
ділянці 
 
0M x   ,                                    (3.22) 
 
Рішення диференційного рівняння: 
 
  1 2x t C C t   .                              (3.23) 
 
З урахуванням початкових умов даної ділянки 
1C a  та 
 2 0C p x a    , тоді  
 
   0x t a p x a t     .                      (3.24) 
 
Кінцеві значення параметрів руху на розгляданій ділянці при 










   2 0x t p x a     . 
 
Так як досліджувана система має симетричну пружну характеристи-
ку щодо Т/4, то для визначення періоду коливань досить досліджувати 
рух на перших двох ділянках: 
 
 1 2 04 2
T a
t t
p p x a

   
  












   
  
   
  
.                           (3.26) 
 
Частота вільних коливань 2k p T  , причому k p . 
 
 
Рисунок 3.7 – Скелетна крива 
 
Зв`язок між значенням початкового зсуву і частотою вільних коли-
вань ілюструється скелетною кривою. Частота вільних коливань k вияв-
ляється меншою за власну частоту р відповідної лінійної системи. Часто-
та вільних коливань k нелінійної системи істотно залежить від початко-
вих умов руху.  
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РОЗДІЛ 4. ВІЛЬНІ КОЛИВАННЯ ОДНОМАСОВОЇ МЕХАНІ-
ЧНОЇ СИСТЕМИ З УРАХУВАННЯМ ОПОРУ ТЕРТЯ 
 
4.1. Вільні коливання лінійної одномасової системи з урахуван-
ням опору лінійно-в'язкого тертя 
 
Досвід показує, що викликані одиничним збуренням коливання пос-
тупово згасають. Причиною цього є дисипативні сили, які розвиваються 
при русі системи. Неминучим є опір тертя в кінематичних парах, внут-
рішнє тертя в матеріалі конструкції, опір зовнішнього середовища. На 
подолання цих сил непружного опору безперервно витрачається робота, в 
результаті чого поступово зменшується запас механічної енергії системи. 
Розглянемо найбільш поширену модель з опором лінійно-в`язкого 
тертя. 
 
   
а                                                        б 
 
в 
Рисунок 4.1 – Рух тіла з опором лінійно-в`язкого тертя на горизон-
тальній площині: 
а – початкова модель механічної системи; б – розрахункова модель у 
стані спокою; в – система у процесі руху при 0t   
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При переході від вихідної до розрахункової моделі досліджуваної 
системи приймаємо ряд припущень: 
• впливом маси основи нехтуємо; 
• впливом маси пружини нехтуємо;  
• коливання розглядаються в межах малих відхилень; 
• рух відбувається строго в горизонтальному напрямку; 
• розглядається модель лінійно-в'язкого тертя. 
Як узагальненої координати приймаємо горизонтальне зміщення х 
вантажу від його рівноважного стану.  
Як вихідних даних приймаємо початкові умови: 
• початковий зсув х(0) = х0; 
• початкова швидкість х'(0) = х'0; 
Для складання рівняння руху скористаємося прямим способом.  
У процесі руху вантажу на нього діють сили: 
 
прQ c x   ;                                          (4.1) 
інерQ M x   ;                                       (4.2) 
диcQ b x   .                                         (4.3) 
 
Оскільки розглядаються лише вільні коливання, то зовн 0Q  . Згідно 
з принципом Даламбера рівняння руху виглядає 
 
пр інер дис 0Q Q Q   ;                                  (4.4) 
0M x b x c x        .                               (4.5) 
 
В канонічній формі запису 
 
    0x b M x c M x      ;                         (4.6) 
22 0x n x p x      ,                                (4.7) 
де 2n  – відносний коефіцієнт демпфування ( 2n b M ); 
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p  – власна частота коливань ( p c M ).   
Рівняння руху в операторній формі запису 
 
     2 22 0s x s n s x s p x s      ,                       (4.8) 
 
тоді характеристичне рівняння має вигляд 
 
2 22 0s n s p    ,                                  (4.9) 
 
Коріння характеристичного рівняння визначають характер рішення 
диференціального рівняння руху, а, отже, і закон руху.  
 
2 2
1,2s n n p    . 
 
Визначальним є співвідношення параметрів системи p і n. 
 
Розглянемо можливі варіанти. 
1. Випадок малого опору має місце при n <p 
 
2 2 2 2
1,2s n n p n j p n n jk          ,            (4.10) 
де 2 2k p n  . 
 
Рішення шукаємо у вигляді 
 
      1 2cos sin
n tx t e C kt C kt     .              (4.11) 
 
Використовуючи початкову умову 0t  , то   0x t x  та   0x t x   
 
1 0C x ;                                   (4.12) 
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 2 0 0C x n x k   .                       (4.13) 
Закон руху має вигляд 
 
     0 00 cos sin
n t x n xx t e x kt kt
k
 
   
    
 
.              (4.14) 
 
Запишемо закон руху у вигляді функції однієї змінної, використо-
вуючи підстановку: 








    
 
   3 3sin
n tx t A e kt      .                     (4.15) 
 
 
Рисунок 4.2 – Розрахункова схема з лінійно-в`язкого тертя при n <p 
 
Параметри згасаючих коливань: 








   
   
 
.                             (4.16) 
 











   
.                             (4.17) 
 
- Частота затухаючих коливань 
 
2 2 21k p n p     ,                           (4.18) 
де   – коефіцієнт відносного затухання, (коефіцієнт аперіодичнос-
ті), який оцінюється відношенням власної частоти та опором тертя. 
 
Тривалість одного коливального циклу 
 
3














.            (4.19) 
 
Інтенсивність затухання коливань характеризується величиною дек-
ременту коливань. Декремент коливань є відношенням двох суміжних 
граничних відхилень системи від рівноважного стану за умови руху сис-






























   
.             (4.20) 
 
При дослідженні коливань для характеристики дисипативних влас-
тивостей частіше використовують логарифмічний декремент коливань 
 
3lnD n T    .                                  (4.21) 
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Для металоконструкцій без застосування додаткових елементів тер-
тя δ = 0,03 – 0,07. 
Здійснювана силою тертя за час Т3 робота є втратою механічної  
енергії системи за один цикл. Відношення цієї втрати до середньої енергії 
системи, за той же цикл, характеризує швидкість загасання коливального 
процесу і відповідає подвоєній величині логарифмічного декремента ко-
ливань. 
Наведені нижче графіки (рис. 4.3) дозволяють оцінити вплив вели-
чини опору тертя на характер перехідного процесу. 
 
         
а                                         б 
           
в                                         г 
Рисунок 4.3 – Вплив величини опору тертя на характер перехідного 
процесу: 
а – 0,5  ; б – 0,3  ; в – 0,1  ; г – 0,05   
 
Для побудови фазового портрета визначаємо взаємну залежність 
швидкості х' та переміщення х: 
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      3 3 3cos sin
n tx t A e k kt n kt           .          (4.22) 
 
Використовуючи отриманий раніше закон руху (рівняння 4.15) 
отримаємо рівняння фазової траєкторії: 
 









   
    
   
.                       (4.23) 
 
 
Рисунок 4.4 – Фазова траєкторія при n < p 
 
Фазова траєкторія представляє собою спіраль, яка накручується на 
початок координат – особливу точку типу стійкий фокус. 
 
2. Випадок рівного опору має місце при n = p, що відповідає y = 1 
 
 
Рисунок 4.5 – Розрахункова схема з лінійно-в`язкого тертя при n = p 
 
Коріння характеристичного рівняння визначаються виразом 
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2 2
1,2s n n p n      .                           (4.24) 
 
Рішення шукаємо у вигляді 
 
   1 2
n tx t e C C t    .                             (4.25) 
 
Використовуючи початкову умову 0t  , то   0x t x  та   0x t x   
 
1 0C x ;                                          (4.26) 
 2 0 0C x n x   .                                 (4.27) 
 
Закон руху має вигляд 
 
    0 0 0
n tx t e x x n x t       .                     (4.28) 
 
Рисунок 4.6 – Фазова траєкторія при n =p 
 
Фазовий портрет системи при ψ = 1 має стійкий вузол – точку, у 
яку прагнуть фазові траєкторії. Форма фазової траєкторії буде визначати-
ся початковими умовами. 
 
3. Випадок великого опору має місце при n > p 
Корені характеристичного рівняння визначаються виразом 
 
2 2
1,2 0s n n p n k       ,                          (4.29) 
де 2 2
0k n p  . 
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Рішення шукаємо у вигляді 
 
   0 01 2k t k tn tx t e C e C e       .                     (4.30) 
 
Використовуючи початкову умову 0t  , то   0x t x  та   0x t x   
 
 0 0 0
1
02




 ;                               (4.31) 
 0 0 0
2
02




 .                             (4.32) 
 
Характер руху залежить від співвідношення початкових умов – х0 та 
х'0. 
 
         
а                                              б                                        в 
Рисунок 4.7 – Характер руху в залежності від початкових умов: 
а – 
0 0x   та 0 0x  ; б – 0 0x   та 0 0x  ; в – 0 0x   та 0 0x   
 
Початкова швидкість може бути обумовлена миттєвим ударом. Для 
не пружного удару вплив оцінюється величиною імпульсу сили Sm, що 
віддається 
 
 0 1m т тS m V V   .                                (4.33) 
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Величину початкової швидкості х'0 визначають виходячи з закону 
збереження кількості руху; для вантажу, який до удару знаходився в стані 
спокою, набутий імпульс сили: 
 
 0 1 0m M MS M V V M x     ,                         (4.34) 
де 
0MV  – швидкість вантажу безпосередньо перед ударом, 0 0MV  ; 
1MV  – швидкість вантажу безпосередньо після удару, 1 0MV x . 






  .                                         (4.35) 
 
4.2. Вільні коливання лінійної одномасової системи з урахуван-
ням опору сухого тертя 
 
Сухе тертя є досить поширеним видом опору. Характеристика       
демпфування сухого тертя є частково-лінійної. 
Оціночним параметром сухого тертя є R0 – опір тертя спокою, яке 
визначається коефіцієнтом тертя fтр. У випадку ідеальної характеристики 
опір сухого тертя залежить тільки від напрямку руху і не залежить від 
швидкості руху. 
 
   
а                                                       б 
Рисунок 4.8 – Рух тіла з урахуванням опору сухого тертя: 




   
а                                               б 
Рисунок 4.9 – Характеристики тіла з урахуванням опору сухого тертя:  
а – пружна характеристика; б – силова характеристика 
 
При переході від вихідної до розрахункової моделі досліджуваної 
системи приймаємо ряд стандартних припущень: 
• коливання розглядаються в межах малих відхилень; 
• рух відбувається строго у горизонтальному напрямку; 
• розглядається ідеальна модель сухого тертя; коефіцієнт тертя спо-
кою fтр. 
Опір тертя спокою 
 
0 трR m g f                                        (4.36) 
 
В якості узагальненої координати приймаємо горизонтальне змі-
щення х вантажу від його рівноважного стану. 
В якості вихідних даних приймаємо початкові умови: 
• початковий зсув х(0) = х0 
• початкова швидкість х '(0) = 0 
Руху системи перешкоджає сила опору 
 
сопр пр трF F F                                       (4.37) 
 
При русі системи зі зміною напрямку руху сила опору щораз змен-
шується на величину 2R0. 
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Рух можливий за умови 
 
0прQ R . 
 
Рух припиняється за умови  
 
0прQ R . 
 
   
а                                                б 
Рисунок 4.10 – Характеристики тіла з урахуванням опору сухого тертя: 
а – розрахункова схема; б – фазова траєкторія 
 
Мінімальна деформація пружного елемента, при якій відновлюваль-







  . 
Зона обмеженого значення ±а, в межах якої рух не можливо, назива-
ється мертвою зоною або зоною застою. 
Для складання рівняння руху скористаємося прямим способом. 
У процесі руху вантажу на нього діють сили: 
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прQ c x   ;                                         (4.38) 
інерQ m x   ;                                       (4.39) 
   диc 0 sign signQ R x a c x        .                   (4.40) 
 
Оскільки розглядаються лише вільні коливання, то зовн 0Q  . Згідно 
з принципом Даламбера рівняння руху виглядає 
 
пр інер дис 0Q Q Q   ;                              (4.41) 
 sign 0m x a c x c x         ;                    (4.42) 
 2 2 signx p x a p x       ;                    (4.43) 
2 cp
m
 .                                        (4.44) 
 
Рішення шукаємо у вигляді 
 




     заг 1 2cos sinx t С pt C pt    .               (4.46) 
   часн signx t a x   .                          (4.47) 
 
З урахуванням початкових умов маємо 
 
 1 0 signC x a x   .                                 (4.48) 
2 0C  .                                           (4.49) 
 
Закон руху системи в режимі вільних коливань 
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        0sign sign cosi i i ix t a x x a x pt        .         (4.50) 
 
Оскільки система є частково-лінійної, то отриманий закон руху 
справедливий тільки у межах кожної лінійної i-ої ділянки за умови збігу 
граничних умов сусідніх ділянок. 










  .                                    (4.51) 
 









 isign x  
Граничні умови 
Закон руху 
0ix  кінцx  
1 p  -1 0x   0 2x a   
   1 0 2x t a x a   
 cos pt  
2 p  +1  0 2x a    0 4x a  
   2 0 3x t a x a     
 cos pt  
3 p  -1  0 4x a   0 6x a   
   3 0 5x t a x a   
 cos pt  
4 p  +1 ... ... ... 
 
Таким чином видно, що граничні відхилення системи від її рівно-
важного стану зменшуються за лінійним законом – законом арифметич-
ної прогресії.   
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РОЗДІЛ 5. ВИМУШЕНІ КОЛИВАННЯ ОДНОМАСОВИХ МЕ-
ХАНІЧНИХ СИСТЕМ ПРИ СИЛОВОМУ ЗБУРЕННІ 
 
5.1. Вимушені коливання лінійної одномасової системи без ура-
хування опору тертя 
 
У режимі вимушених коливань в тій чи іншій мірі знаходиться пере-
важна більшість механічних систем, які складають конструкцію самохід-
ної машини. Тому режим вимушених коливань є основним при дослі-
дженні віброзахисних якостей систем автомобілів і тракторів. 
В якості збурення найчастіше розглядається періодичний зовнішній 
вплив, силовий або кінематичний – в залежності від умов роботи дослі-
джуваного механізму. Періодичне збурення задають гармонійним, так як 
будь-який періодичний вплив можна розкласти на гармонійні складові. 
 
   
а                                                        б 
 
в 
Рисунок 5.1 – Вимушені коливання при русі тіла без урахування 
опору тертя: 
а – початкова модель механічної системи; б – розрахункова модель в 
стані спокою; в – система в процесі руху при 0t   
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При переході від вихідної до розрахункової моделі досліджуваної 
системи приймаємо ряд припущень: 
• впливом маси основи нехтуємо; 
• впливом маси пружини нехтуємо; 
• коливання розглядаються в межах малих відхилень; 
• рух відбувається строго в горизонтальному напрямку. 
Зовнішній вплив приймаємо гармонійним: 
 
   sinQ t H wt  ,                                    (5.1) 
де w  – частота зовнішнього впливу. 
В якості узагальненої координати приймаємо горизонтальне змі-
щення х вантажу від його рівноважного стану. 
В якості вихідних даних приймаємо початкові умови: 
• початковий зсув х(0) = х0; 
• початкова швидкість х'(0) = х'0. 
Для складання рівняння руху скористаємося прямим способом. У 
процесі руху вантажу на нього діють сили: 
 
прQ c x   ;                                          (5.2) 
інерQ M x   ;                                       (5.3) 
диc 0Q  ;                                            (5.4) 
 зовн sinQ H wt  .                                   (5.5) 
 
Відповідно до принципу Даламбера рівняння руху тут має вигляд: 
 
пр інер зовн 0Q Q Q   ;                               (5.6) 
 sinM x c x H wt     .                           (5.7) 
 







     ;                            (5.8) 









  – відносна амплітуда зовнішнього впливу.  
Рішення неоднорідного диференціального рівняння шукаємо у       
вигляді: 
 
     заг часнx t x t x t  .                          (5.10) 
 
Загальне рішення визначається характером лівій частині рівняння: 
 
     заг 1 2cos sinx t С pt C pt    .               (5.11) 
 
Рішення лінійного диференціального рівняння повторює характер 
його правої частини:  
 
   часн вим sinx t A wt  ; 
   2часн вим sinx t w A wt     ; 










.                                  (5.12) 
 
Закон руху шукаємо у вигляді 
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       вим 1 2sin cos sinx t A wt C pt C pt      .             (5.13) 
 
Сталі інтегрування визначаються початковими умовами:  0 0x  , 


























p p w p w

    

   
 




       віл вим вимsin sin sin
w
x t A pt A pt A wt
p




















.   
Рух системи уособлює лінійне накладення трьох коливань різнома-
нітного характеру: 
 
       віл супр вимx t x t x t x t   ,                      (5.16) 
де    віл віл sinx t A pt     – вільні коливання; 
   супр вим sin
w
x t A pt
p
     – вільно-супроводжувальні коливання; 
   вим вим sinx t A wt   – вимушені коливання.  
Характер процесу визначається співвідношенням власної та збурю-
вальної частот p  та w . 
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Рисунок 5.2 – Характеристика частот 
 
Оскільки вираз вільних коливань не містить в собі частоту зовніш-
нього збурення w, то на характер руху основний вплив надаватимуть су-
проводжувальна хсупр та вимушена хвим складові процесу. 
Весь діапазон частот зовнішнього збурення розбивається на зони, 
кожна з яких має свої особливості руху систем. 
Розглянемо рух системи в межах значення частоти w = р 
1. Зона близьких, але нерівних значень власної і збурювальної час-
тот при w → р, але w ≠ р: 
 
       супр вим вим вимsin sin
w
x t x t A pt A wt
p



















    
 





x x wt pt
p p w




       
      
             
 
 
Закон руху в цьому режимі має вид 
 




h w p w p
x t A pt t t
p p w

      
                
,   (5.17) 
 
Рух є модульованим коливанням, амплітуда яких змінюється за си-
нусоїдальним законом з дуже низькою частотою, досягаючи великих зна-
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чень. При цьому вільна складова коливань на тлі супроводжувальної і 
вимушеної складових стає непомітною, «поглинається» ними. Таке яви-
ще носить назву биття і представляє собою близькорезонансний режим. 
 
 
Рисунок 5.3 – Коливання при w → р, але w ≠ р: 
 
2. Резонансна зона при w = р 






   
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       
   





За правилом Лопіталя отримуємо: 
 
    
 
   
   









w pt p wt w
x x h
p p w w
pt t p wt h h




      
   
     
    




Рух системи підпорядковується закону: 
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       віл 2sin sin cos22
h h




       
 
,      (5.18) 
 
В даному режимі вимушена складова здобуває в якості множника 





  закону 
руху буде необмежено зростати (рис. 5.4). 
 
 
Рисунок 5.4 – Коливання при при w = р 
 
В цьому режимі вимушена складова коливального руху представляє 
собою гармонійний процес з лінійно зростаючою амплітудою – система 
представляє собою явище резонансу. Складову коливань, в яку множни-
ком входить час, називають віковим членом. 
3. Зона високочастотного збурення при w > р 
При значному збільшенні частоти зовнішнього впливу w амплітуда 
вимушеної і супроводжувальної складових різко зменшується, фаза змі-
нюється на протилежну; в процесі коливань вагомішу роль знову починає 
грати вільна складова руху системи. 
 














    
          
    
  
   (5.19) 
 
При нескінченно великих значеннях частоти w відбувається фільт-
рація супроводжувальної і вимушеної складових коливального процесу. 
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5.2. Вимушені коливання лінійної одномасової системи при оди-
ничному впливі 
 
Значний інтерес представляють і деякі випадки неперіодичного – 
одиничного зовнішнього впливу, які мають місце в реальних умовах екс-
плуатації машини. 
Найпростішим є випадок коливань, викликаних одиничним по-
штовхом – раптово прикладеною до системи, а потім постійно діючою 
силою Qзовн = const. Розглянемо його на прикладі руху підпружиненного 
вантажу при відсутності тертя. 
 
   
а                                                        б 
 
в 
Рисунок 5.5 – Вимушені коливання при русі тіла при одиничному 
впливі: 
а – початкова модель механічної системи; б – характеристика впли-
ву зовнішньої сили; в – система в процесі руху при 0t   
 
При дослідженні системи вважаємо: 
• до прикладення зовнішнього зусилля система перебувала в стані 
спокою:  х(0)=0, х'(0) = 0; 
• зовнішній вплив докладено за короткий проміжок часу, потім за-
лишається постійним Qзовн= const = Н0; 
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• опір тертя відсутній; 
• вихідні параметри: с, М. 
В якості узагальненої координати х приймаємо зміщення вантажу 
від його вихідного стану. 
У процесі руху вантажу на нього діють сили: 
 
прQ c x   ; 
інерQ M x   ;  
диc 0Q  ; 
зовн 0Q H const  .                                   (5.20) 
 
Відповідно до принципу Даламбера рівняння руху має вигляд: 
 
0M x c x H    . 
 
В канонічній формі запису: 
 





  – власна частота системи; 
0Hh
M
  – відносна амплітуда зовнішнього впливу.  
Рішення неоднорідного диференціального рівняння шукаємо у ви-
гляді: 
 
     заг часнx t x t x t  . 
 
Загальне рішення визначається характером лівій частині рівняння: 
 
     заг 1 2cos sinx t С pt C pt    . 
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Рішення лінійного диференціального рівняння повторює характер 
його правої частини:  
 
 часн вимx t A ; 









  .                                  (5.22) 
 
Закон руху шукаємо у вигляді 
 
     1 22 cos sin
h
x t C pt C pt
p








 , 2 0C  . Тоді 
 




  .                           (5.24) 
 
 
Рисунок 5.6 – Гармонічні коливання 
 
Під впливом постійного збурення механічна система перебуває в 
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режимі гармонічних коливань. 
Велике прикладне значення має випадок, коли зовнішнє збурення 
зростає до певної величини, а потім стає постійним: 
• при нt t : 
 
зовн вQ t  ;                                       (5.25) 
 
• при нt t : 
 
зовн в н нQ t H   .                                  (5.26) 
 
 
Рисунок 5.7 – Приклад зміни зовнішнього збурення 
 
Використовуючи класичні методи, можна отримати закон руху при 
t < tн у вигляді: 
 
   
в 1





.                             (5.27) 
 






н нt tx t A p t
c
    
      
   











Таким чином, при відсутності тертя система продовжує здійснювати 
коливання і після того, як припинилося зростання зовнішнього зусилля; 















.                         (5.29) 
 
Практичний інтерес для транспортних машин представляє дослі-
дження руху підресореного вантажу при наїзді на одиничну нерівність, 
тобто при ступінчастому кінематичному впливі. 
 
 
Рисунок 5.8 – Розрахункова модель в стані спокою 
 
При дослідженні системи вважаємо: 
• до підйому на нерівність система не скоювала вертикальних коли-
вань: х (0) = 0 та х '(0) = 0; 
• профіль колії описується виразом 
 
   0 1 Sh t h e    ,                               (5.30) 
де S  – пройдений шлях; 
  – параметр кривизни профіля. 
• опір тертя відсутній; 
• вантаж рухається прямолінійно і рівномірно, горизонтальна скла-
дова швидкості залишається постійною V = Vт = Vгор = const; 
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• опорна колесо є абсолютно жорстким і повністю копіює профіль 
поверхні; 
• вихідні параметри: с, m, Vт, h0, γ, l. 
В якості узагальненої координати використовуємо х(t) – стан ванта-
жу щодо опорної точки. Таким чином, узагальнена координата за своїм 
характером є відносною, система координат XOY копіює профіль опорної 
поверхні. Як надлишкової координати використовуємо t) – абсолютне 
положення вантажу у нерухомій системі відліку, початок якої поєднуємо 
з початком нерівності. Координата профілю опорної поверхні при кіне-
матичному збурення змінюється за експоненційним законом і пов`язана 
зі швидкістю поступального горизонтального руху вантажу (e абсолют-
ній системі координат): S = S (t) =  (t) = Vт. 
Зв`язок узагальненої і надлишкової систем координат зрозуміла за 
рис. 5.9: 
 
     t x t h t l    ,                               (5.31) 
 
 
Рисунок 5.9 – Розрахункова модель в процесі руху 
 
У процесі руху вантажу на нього діють сили: 
 
прQ c x   ; 
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 інерQ m m x h l        ;                        (5.32) 
диc 0Q  ; 
зовн 0Q  . 
 
Рівняння руху має вигляд: 
 
0m c x     ; 








Vtx p x h V e       .                         (5.33) 
 
Визначаємо рішення неоднорідного лінійного диференціального     
рівняння 
 









Vtx t A e   ;                               (5.34) 
   
2
часн вим
Vtx t A V e      ;                        (5.35) 
   
2 22
вим вим 0
















   
     




     вим 1 2cos sin
Vtx t A e C pt C pt      ;           (5.38) 
 
Використовуючи початкові умови, отримуємо: 
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      
 
 
          
 









.                                (5.40) 
 
Після нескладних тригонометричних перетворень отримаємо оста-
точний вираз закону руху: 
 











     
 
;                 (5.41) 
 
Закон руху системи в значній мірі визначається швидкістю V руху 
вантажу. При низькій швидкості V Vmin тоді tg     та  . Отже, 
відносне переміщення х(t) буде досить малим, вантаж копіює профіль 
опорної поверхні. При високих швидкостях руху  0; тоді закон руху 
зручніше розглядати у вигляді: 
 
          20 cos sin tg cosVtx t h e pt pt       , 
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що приблизно відповідає вираженню: 
 
    0 cosVtx t h e pt   .                          (5.42) 
 
5.3. Вимушені коливання лінійної одномасової системи в умовах 
лінійно-в'язкого тертя 
 
У реальних системах завжди має місце опір тертя, яке значно впли-
ває на всі складові закону руху системи в режимі вимушених коливань. 
Розглянемо лінійно-в'язке тертя, яке є найбільш поширеною моделлю. 
 
   
а                                                        б 
 
в 
Рисунок 5.10 – Вимушені коливання при русі тіла в умовах лінійно-
в`язкого тертя: 
а – початкова модель механічної системи; б – характеристика впли-
ву зовнішньої сили; в – система в процесі руху при 0t   
 
При дослідженні системи приймаються ті ж допущення, що і у по-
передньому випадку. 
78 
Узагальнена координата – х (t) Початкові умови: х (0) = х0; х'(0) = 
х'0. У процесі руху вантажу на нього діють сили: 
 
прQ c x   ; 
інерQ M x   ;  
диcQ b x   ;  
 зовн sinQ H wt  .  
 
Відповідно до принципу Даламбера рівняння руху виглядає наступ-
ним чином 
 
 пр інер дис sin 0Q Q Q H wt     . 
 
В канонічній формі запису 
 
















Визначаємо рішення неоднорідного лінійного диференціального    
рівняння 
 




     заг 1 2cos sinx t С kt C kt    ; 




   часн вим sinx t A wt    ; 
   часн вим cosx t w A wt       ; 
   2часн вим sinx t w A wt       . 
 
Амплітуду вимушених коливань можна визначити за методом гар-
монійного балансу 
 
       2 2вим вимsin 2 cos sinA w p wt A n w wt h wt            .   (5.44) 
 
Запишемо ліву частину рівняння для часного рішення у вигляді 
 




     
       
2 2
вим вимsin 2 cos ...
... cos sin sin cos .
A w p wt A n w wt
h wt h wt
 
   
         
       
 
 
Отримуємо систему рівнянь 
 
       




sin cos sin ;
2 cos sin cos .
A w p wt h wt
A n w wt h wt
  
  
        

       
          (5.45) 
 
Вирішуючи отриману систему, визначаємо амплітуду і фазу часного 
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рішення диференціального рівняння: 
 
   
вим
















.                                    (5.47) 
 
Отримані вирази використовуються для визначення постійних інтег-
рування закону руху: 
 






sin cos sin ;
0 ;
0 .
x t A wt C kt C kt
x t x
x t x





     (5.48) 
 
Після ряду нескладних перетворень отримаємо закон руху в режимі 
вимушених коливань: 
 
     
 
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Рух системи представляє собою лінійне накладення трьох складових 
коливань: 
• вільні затухаючі хвіл(t); 
• вільно-супроводжувальні затухаючі хсупр(t); 
• чисто вимушені хвим(t). 
Видно з отриманих виразів, вільна і супроводжувальна складові ру-
ху містять множник nte , який зменшується з часом і викликає гасіння 
цих складових коливального процесу. Система переходить в режим чисто 
вимушених коливань. 
Надалі під вимушеними коливаннями мається на увазі лише стаціо-
нарна, незатухаюча частина закону руху, тобто чисто вимушена складо-
ва: 
 
     вим вим sinx t x t A wt     .                   (5.50) 
 
Час, після закінчення якого система переходить у режим чисто ви-
мушених коливань, називають часом перехідного процесу або часом га-
сіння 
cтt . 
Час перехідного процесу визначають з умови гасіння вільної скла-
дової процесу; в якості граничного значення приймається 











x t t A e
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  . 
 
Характер руху системи в сталому режимі вимушених коливань за-
лежить від співвідношення власної частоти р і частоти зовнішнього впли-
ву  . 
Низькочастотне збурення  < р – дорезонансна зона. 
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Рисунок 5.11 – Графік дорезонансної зони 
 
Режим биття при  р, але   р – близькорезонансна зона; при 











биття вимT T . 
 
 
Рисунок 5.12 – Графік близькорезонансної зони 
 
Високочастотне збурення  > р – зарезонансна зона; вимушені ко-
ливання зрушені по фазі від зовнішнього впливу більш ніж на  / 2, тобто 




Рисунок 5.13 – Графік зарезонансної зони 
 
Особливий інтерес представляє резонансна зона, коли  = р. 
Амплітуда і фазовий зсув вимушених коливань при резонансі: 
 
   
вим






















Максимально можливого значення амплітуда вимушених коливань 
досягає при частоті  Аmах.. Досліджуємо вираз Аmах на екстремум: 
 
















.                          (5.51) 
 
Для оцінки впливу тертя на вимушені коливання використовується 
коефіцієнт динамічності , який представляє собою відношення ампліту-
ди коливань, викликаних дією періодичної сили Н · sin t, до величини 
статичної деформації при впливі постійного обурення Н = const. 
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Рисунок 5.14 – Графік залежності коефіцієнта динамічності та від-
















   , 
 
з урахуванням раніше отриманих виразів маємо: 
 
   
2






p w nw w nw
p p
  
     
          
.   (5.52) 
 
Коефіцієнт динамічності дозволяє оцінити вплив частоти зовніш-
нього збурення на амплітуду вимушених коливань при заданому конк-
ретному значенні опору тертя. При побудові графіка залежності коефіці-
єнта динамічності опір тертя прийнято ставити в відносних одиницях – 
коефіцієнтом аперіодичності  = n / p. 
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РОЗДІЛ 6. ВИМУШЕНІ КОЛИВАННЯ ЛІНІЙНИХ ОДНОМА-
СОВИХ МЕХАНІЧНИХ СИСТЕМ ПРИ СКЛАДНОМУ ВПЛИВІ 
 
6.1. Комплексна передавальна функція і її використання при до-
слідженні вимушених коливань 
 
Дослідження вимушених коливань механічних систем є дуже громі-
здкою справою. Процес значно спрощується при використанні апарату 
комплексної передавальної функції. Цей спосіб виключає необхідність 
шукати рішення диференціального рівняння руху, використовуючи за-
мість цього алгебраїчні методи. 
Рівняння руху системи пов`язує вхідну і вихідну координати: 
 
 mx bx cx F t     ,                               (6.1) 
де  F t  – вхідна координата (зовнішній вплив),  x t  – вихідна ко-
ордината (закон руху) 
 
Рисунок 6.1 – Вхідні та вихідні координати механічної системи 
 
Диференціальне рівняння руху можна представити в операторній 
формі, використовуючи перетворення Лапласа: 
 
       2m S x s b S x s c x s F s         ;             (6.2) 
     2m S b S c x s F s       , 
де  x s – зображення (функція-образ) вихідної координати;  F s  – 
зображення вхідної координати (зовнішнього впливу). 
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Зв'язок між зображеннями вихідного сигналу і вхідного впливу   
здійснюється за допомогою передавальної функції системи. 
Передавальна функція W(S) в операторній формі представляє собою 
відношення зображень вихідної координати до вхідного рівняння руху 





m S b S c


   
.                            (6.3) 
 
Отриманий вираз є допоміжною функцією, яка використовується у 
подальшому для отримання виразу комплексної передавальної функції 
W(), яка базується на теорії комплексних чисел. 
Оскільки будь-яке дійсне число можна представити як окремий ви-
падок комплексного змінного, то і прийнятий раніше вираз зовнішнього 
впливу F(t) = H cos t  можна розглядати в комплексній формі: 
 
          cos sin cos sinF t H wt j H wt H wt j wt        ,     (6.4) 
де 1j    – уявна одиниця. Перейдемо до показової форми запису 
комплексного змінного: 
 
  jwtF t H e  .                                    (6.5) 
 
Так як досліджувана система описується лінійним диференційним 
рівнянням з постійними коефіцієнтами, то при дослідженні вимушених 
коливань можна припустити, що вимушена складова закону руху (вихід-
на координата) повторює характер вхідного зовнішнього впливу: 
 
    вим
j wt
x t A e

  .                                    (6.6) 
 
Вхідну і вихідну координату пов`язує комплексна передавальна   
функція, яка є відношенням вихідної координати в комплексній формі 
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 .                               (6.7) 
  
Чисельно комплексною передавальною функцією (КПФ) є комоле-
ксний вираз, модуль якого характеризує відношення амплітуд вихідного і 
вхідного сигналів, а аргумент – фазовий зсув вихідного сигналу щодо 
зовнішнього впливу. 
 
      вимmod
A
W w W w w
H
  ; 
    argw W w  . 
 






jwt j jwt j jwt j
jwt




             
  
 
і отримаємо вираз комплексної передавальної функції. 
 
 




H m jw b jw c
  
   
.                    (6.8) 
 
З отриманого виразу видно, що КПФ за своєю структурою повторює 
вираз передавальної функції W(s), відрізняючись наявністю вираження 
(j) замість оператора (S). Ця властивість використовується для отри-
мання комплексної передавальної функції: по рівнянню руху системи 
визначають передавальну функцію в операторній формі, потім здійсню-
ють формальну заміну оператора (S) на (j). 
Незалежно від форми запису зовнішнього впливу F(t), для лінійної 
системи вихідна координата (закон руху) виражається через комплексну 
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передавальну функцію. 
Надалі для визначення дійсних значень параметрів руху досліджу-
ваної системи використовують модуль і аргумент комплексної передава-
льної функції. 
Амплітуда вихідної координати визначається як добуток модуля 
комплексної передавальної функції на амплітуду зовнішнього впливу: 
 
 вимA W w H  .                                   (6.9) 
 
Фазовий зсув вихідної координати визначається як аргумент ком-
плексної передавальної функції 
 
   argw W w  .                                   (6.10) 
 
У разі гармонійного зовнішнього впливу закон руху буде мати ви-
гляд  
 
     sinx t W w H wt     .                          (6.11) 
 
Комплексна передавальна функція використовується для побудови 
амплітудно-частотних характеристик (АЧХ) лінійних динамічних систем. 
 
   вимАЧХ A w W w H     при 0 w    
 
При дослідженні нелінійних систем використання комплексної пе-
редавальної функції неприпустимо. 
 
6.2. Вимушені коливання лінійної одномасової системи в разі кі-
нематичного зовнішнього впливу періодичного характеру 
 
При копіюванні рухомим підресореним тілом хвилястої поверхні це 
тіло знаходиться в режимі вимушених коливань. Зовнішній вплив є кіне-
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матичним, так як силовий вплив в явному вигляді відсутній; коливання 
обумовлені впливом інерційних сил. 
Використання класичних методів дослідження вимушених коливань 
в разі кінематичного впливу виявляється дуже громіздким, і для лінійних 
систем доцільно застосовувати апарат комплексної передавальної функ-
ції. 
Розглянемо рух системи при нульових початкових умовах, вважаю-
чи, що до в`їзду на нерівність вантаж не здійснював вертикальних пере-
міщень. 
В якості узагальненої координати приймаємо абсолютне вертика-
льне переміщення вантажу  щодо його вихідного положення до в`їзду на 
нерівність; в якості надлишкової – відносне вертикальне переміщення 
вантажу х в рухомій системі координат, що копіює нерівності ґрунту. 
 
 
Рисунок 6.2 – Розрахункова модель при кінематичного зовнішнього 
впливу періодичного характеру 
 
Кінематичний зовнішній вплив – гармонічний, профіль колії за-
дається виразом  q(t) = q0 sin (t) , де  = 2 V / a – шляхова частота.  
При дослідженні системи вважаємо: 
• вантаж рухається прямолінійно і рівномірно, горизонтальна скла-
дова швидкості залишається постійною V = Vт = Vгор= const;  
• опорне колесо є абсолютно жорстким і повністю копіює профіль 
поверхні; 
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- вихідні параметри: с, m, b, Vт, a, q0; 
- початкові умови (0 )= 0  та  '(0 )= 0. 
Зв`язок узагальненої і надлишкової системи координат: 
 
         0 sinx t t q t t q wt      .                 (6.12) 
 
У процесі руху вантажу на нього діють сили: 
 
інерQ m    ; 
  дисQ b x b q t        ; 
  прQ c x c q t      . 
 
Рівняння руху має вигляд: 
 
      0m b q t c q t           ; 
   m b c b q t c q t             .                 (6.13) 
 
Рівняння руху e канонічній формі: 
 









  – власна 
частота системи. 
Рівняння руху в операторній формі: 
 
       2 2 22 2S n S p S n S p q S        . 
 










S n S p
W S




.                     (6.14) 
 









n jw p p j n w
W w
p w j n wjw n jw p
    
 
     
. 
 
З теорії комплексної змінної відомі методи визначення параметрів 
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.                       (6.15) 
 
Аргумент комплексної передавальної функції: 
 
 












    
. 
 




     0 sint q W w wt     .                       (6.16) 
 
Амплітуда вимушених коливань: 
 
   max 0t q W w   .                              (6.17) 
 
Прискорення, які відчуваються вантажем у процесі руху по хвиляс-
тій поверхні: 
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.                 (6.20) 
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p w n w

 
   
  
.             (6.21) 
 
Таким чином, прискорення вантажу в процесі його руху пропорцій-





6.3. Вимушене коливання при довільному періодичному зовніш-
ньому впливі 
 
Складним періодичним впливом є полігармонічний процес.  
Під полігармонічним впливом розуміють зовнішній вплив, що пред-
ставляє собою лінійне накладення гармонічних процесів з різною часто-
тою і амплітудою. 
 






F t F t H w t
 
    .                     (6.22) 
 
Для лінійних систем справедливий принцип суперпозиції, що дозво-
ляє розглядати окремо реакцію системи на кожну гармонійну складову 




Рисунок 6.3 – Спрощена механічна система з вхідними та вихідними 
координатами  
 
Кожну складову реакції системи хі(t) визначають за допомогою ком-
плексної передавальної функції. При цьому необхідну частоту зовніш-
нього впливу всіх складових полігармонічного впливу і привести до 
однієї розрахункової частоти . Введемо коефіцієнти пропорційності 
частот ki, 
 
   1 1 sinF t H wt  ; 
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   2 2 2sinF t H k wt  ; 
………………………… 
   sini i iF t H k wt  . 
 
Реакція системи на складові зовнішнього впливу: 
 
     1 1 1 1sinx t H W w wt     ; 
     2 2 2 2 2sinx t H W w k wt     ; 
……………………………………. 
     sini i i i ix t H W w k wt     . 
 
Рівняння руху системи має вигляд  
 
 m x b x c x F t        .                        (6.23) 
 
В операторній формі  
 
     2m S b S c x S F S       .                    (6.24) 
 





m S b S c


   
.                            (6.25) 
 
Комплексна передавальна функція визначається за кожним впливом 
шляхом формальної заміни оператора на вираз:  iS jk w  
 
 




m jk w b jk w c


   
. 
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Модуль і аргумент комплексної передавальної функції 
 
 





c m k w b k w


     
.                   (6.26) 
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c m k w
w
c m k w b k w


   
 
       
.              (6.27) 
 
Закон руху системи при полігармонічному зовнішньому впливі 
 




i i i i i
i i
x t x t H W w k wt 
 
      .           (6.28) 
 
При дослідженні нелінійних систем використання вищевикладеної 
методики неприпустимо. 
Будь-який періодичний зовнішній вплив можна розглядати як окре-
мий випадок полігармонічного збурення. 
Використовуючи розкладання в ряди Фур`є будь-який періодичний 
процес можна уявити як суму гармонійних складових з частотою , кра-














F t F F t F a iwt b iwt
 
        . 
 
Складова гармонічного розкладання  iF t  називається гармонікою   
i – го порядку. Коефіцієнти гармонік 
ia  і ib  визначаються виразами: 
 
96 





ia F t iwt dt
T
   ;                         (6.29) 





ib F t iwt dt
T
   ;                         (6.30) 
 
Використовуючи відомі методи, можна записати гармонічні складо-
ві періодичного процесу довільного виду: 
 




i i i i i i
i i i
F t a b iwt h iwt 
  
             (6.31) 
де 
ih  – амплітуда гармоніки розкладання процесу, i  – фаза гармо-
ніки. 
Кількість n гармонік розкладу визначається необхідною точністю 
відтворення періодичного процесу; зазвичай вважається достатнім врахо-
вувати чотири або вісім гармонік розкладу. 
 
 
Рисунок 6.4 – Приклад залежності гармонічних складових періодич-
ного процесу 
 
Комплексна передавальна функція використовується так само при 
дослідженні вимушених коливань, викликаних впливом на систему зов-
нішнім збуренням випадкового характеру. 
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РОЗДІЛ 7. ДОСЛІДЖЕННЯ ВИМУШЕНИХ КОЛИВАНЬ  
МЕХАНІЧНИХ СИСТЕМ СКЛАДНОЇ СТРУКТУРИ 
 
7.1. Особливості дослідження коливань нелінійних механічних 
систем 
 
Всі існуючі у природі і техніці коливальні системи фактично є нелі-
нійними. З безлічі нелінійних систем шляхом їх лінеаризації отримані 
лінійні системи. Побудований штучно клас лінійних систем, описуваних 
теорією лінійних диференціальних рівнянь з постійними коефіцієнтами, 
практично досить вузьке. Вивчення лінійних систем не дає повної харак-
теристики реальних коливальних систем, хоча і дозволяє зробити досить 
корисні висновки про властивості коливань. 
Зокрема, лінійний підхід не дозволяє знайти амплітуду автоколивань 
і амплітуду параметричних коливань, не дозволяє пояснити виникнення 
субгармонічних і супергармонічних коливань. Існує ряд систем, які вза-
галі не допускають лінеаризації, наприклад – системи з сухим тертям. Це 
пояснює необхідність вивчення теорії нелінійних коливань. Існує кілька 
напрямків дослідження нелінійних систем: аналітичні, якісні, графічні, 
чисельні. 
Нелінійність механічної системи може бути обумовлена нелінійнос-
тями пружної характеристики, або ж характеристики тертя. Залежно від 
причин нелінійності в коливальній системі (і, відповідно, в описуючій 
системі диференціальних рівнянь) ділять на геометричні, фізичні, конс-
трукційні. Геометрична нелінійність є наслідком великих відхилень від 
положень рівноваги; такі системи можна піддати простий лінеаризації за 
умови малих коливань. Фізична нелінійність виникає внаслідок неліній-
но-гістерезисних властивостей матеріалу або зовнішнього середовища; в 
цьому випадку можлива і проста, і еквівалентна лінеаризація. Конструк-
ційна нелінійність викликана взаємодією окремих елементів системи при 
наявності люфтів, зазорів, натягу, сухого тертя; тут частіше знаходить 
застосування еквівалентна лінеаризациія. 
Нелінійні коливальні системи мають ряд загальних властивостей:  
• нездійсненність принципу суперпозіі; 
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• наявність декількох положень рівноваги і періодичних негармоній-
них коливальних рухів; 
• можливість незатухаючих коливань при відсутності змушує періо-
дичної сили (автоколивань); 
• залежність частоти коливань від початкових умов; 
• навіть при відсутності тертя в резонансі немає необмеженого зрос-
тання амплітуди коливань; 
• виникнення коливань з кратними і дробовими частотами (щодо ча-
стоти зовнішнього впливу); 
• неоднозначність амплітуд коливань. 
Найпоширенішим методом дослідження нелінійних систем є лінеа-
ризація – заміна фактичної нелінійної системи її умовної лінійної модел-
лю. Практично використовується проста або еквівалентна лінеаризація. У 
разі простої лінеаризації нелінійними складовими нехтують, що допус-
тимо в разі їх незначної величини. При застосуванні еквівалентної лінеа-
ризації нелінійна характеристика системи замінюється по якомусь крите-
рію рівносильній лінійній характеристиці. 
Проста лінеаризація вже неодноразово застосовувалася при вирі-
шенні задач в ході викладу даного курсу. Використання методу еквівале-
нтної лінеаризації розглянемо на прикладі системи з нелінійним опором 
тертя. 
Нехай одномасова механічна система в режимі вимушених коливань 
описується диференційним рівнянням виду 
 
   sinm y f y c y H wt       ,                      (7.1) 
де  f y  – нелінійний опір тертя. 
Точне рішення такого рівняння може бути отримано тільки для ви-
падку сухого тертя, при цьому використовується метод поетапного інтег-
рування (розглянуто в розділі 4). Для визначення амплітуди вимушених 
коливань в сталому режимі руху можна скористатися наближеним мето-
дом еквівалентної лінеаризації. Суть його полягає в тому, що дійсне не-
гармонійний рух тіла замінюється гармонійним; для цього в диференціа-
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льному рівнянні нелінійний компонент його  f y  замінюється еквіва-
лентним членом by  з постійним коефіцієнтом b. 
Еквівалентний коефіцієнт в'язкості b визначаються за умови, що фа-
ктична сила опору тертя  f y  здійснює за один період таку ж роботу, як 
і еквівалентна сила by . Таким чином, вихідна нелінійна система замі-
нюється лінійною моделлю, в якій еквівалентний коефіцієнт в'язкості b 
матиме різні чисельні значення при різних значеннях частоти зовнішньо-
го впливу . 
Як приклад, розглянемо вимушені коливання тіла при наявності си-
ли сухого тертя R0 = m g fтр. Припустимо, що вимушені коливання в ста-
лому режимі мають вигляд: 
 
   вим siny t A wt    ;                               (7.2) 
   вим cosy t w A wt      .                           (7.3) 
 
   
а                                                          б 
Рисунок 7.1 – Схема руху тіла при вимушених коливаннях з сухим 
тертям: 
а – початкова схема; б – еквівалентна схема 
 
На подоланні опору тертя за один цикл витрачається робота, вели-
чина якої визначає розсіювання енергії: 
 
вим 04E A R    .                                     (7.4) 
 
В еквівалентній системі сила опору тертя в режимі вимушених ко-
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ливань визначиться виразом: 
 
 тер вим cosQ by b w A wt         .                    (7.5) 
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Для вихідної і еквівалентної систем кількість втраченої за рахунок 




вим вим 04b A w A R        , звідки 
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вим вим
44 m g fR
b
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   
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Таким чином, еквівалентний коефіцієнт в'язкості залежить від сили 
тертя, частоти зовнішнього впливу і амплітуди вимушених коливань. 
Амплітуда вимушених коливань для еквівалентної системи визна-
чається вже відомим виразом: 
 
   
вим















































,                        (7.6) 
де   – коефіцієнт динамічності для даного випадку нелінійного 







Коефіцієнт динамічності визначається для кожного конкретного ви-





















.                                      (7.7) 
 
7.2. Вимушені коливання механічних систем з нелінійною відно-
влювальною силою 
 
Практично при дослідженні нелінійних систем прийнято виділяти 
найбільш суттєві нелінійності, нехтуючи менш значними. Це дозволяє «в 
чистому вигляді» оцінити вплив досліджуваного нелінійного елемента на 
рух системи. 
На практиці часто зустрічаються системи з використанням окремих 
лінійних пружних елементів, але з частково-лінійної пружною характе-
ристикою системи в цілому; такими є системи з зазором, з попереднім 
натягом, з обмеженням ходу, з комбінованим включенням пружних еле-
ментів. Розрізняють також системи із симетричною і несиметричною 
пружною характеристикою. 
Індивідуальні властивості системи особливо проявляються в режимі 
вільних коливань, тому дослідження вимушених коливань зазвичай пере-
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дує аналіз вільних коливань. Диференційне рівняння вільних коливань 
приводять до вигляду my'+F(y)=0, де вираз F(y) представляє нелінійну 
відновлювальну силу. Рух системи носить періодичний, але негармоніч-
ний характер. Частота вільних коливань системи із симетричною пруж-























,                          (7.8) 
де A  – амплітуда вільних коливань досліджуваної системи; визна-
чається з урахуванням початкових умов і типу пружної характеристики. 
На практиці частіше використовується наближена залежність, що   







k F y y dy
mA
  .                              (7.9) 
 
В табл. 7.1. наведені випадки систем з нелінійною пружною харак-
теристикою. У разі несиметричної пружної характеристики слід врахову-
вати, що відхилення системи в обидві сторони від положення рівноваги 




Рисунок 7.2 – Несиметрична пружна характеристика 
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ливань від їх час-
тоти 
   F y c y a   при y a   
  0F y   при a y a    
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при  0 0y   
 0A y  
 
  0F y cy F   при 0y   



















при  0 0y   
 0A y  
 



































n  1 2 3 4 











F y dy  , 





a a   , напіврозмірах коливань  min max
1
2
a a a  . 
 








k F y y dy
ma

  .                          (7.10) 
 
Нелінійність відновлювальної сили істотно ускладнює аналіз коли-
вань, тому при дослідженні вимушених коливань зовнішній вплив зада-
ють в простій формі – гармонійним. Диференційне рівняння руху систе-
ми в режимі вимушених коливань має вигляд: 
 
   sinm y F y H wt    . 
 
Початкові умови приймаємо у вигляді  y'(0)=0, y(0)= y0. 
У разі симетричної пружної характеристики в першому наближенні 
приймаємо закон руху у вигляді    siny t A wt  . 
Прийнятий закон руху для нелінійної системи є досить наближеним 
і відображає тільки основні коливання з частотою ω. У режимі вимуше-
них коливань закон руху нелінійної системи містить також коливання з 
кратними частотами 2, 3,…  /2,  /3 ... 
Коливання з вищими по відношенню до  частотами називають уль-
трагармонічними (супергармонічними), а коливання з нижчими частота-
ми – субгармонійними. 
У першому наближенні можна обмежитися дослідженням тільки ос-
новних коливань, вплив яких на рух системи значно більший. Амплітуди 
105 
ультрагармонічних коливань в разі слабкої нелінійності невеликі в порів-
нянні з амплітудами основних коливань. Амплітуди субгармонічних ко-
ливань іноді можуть бути дуже значними, але ці коливання можуть бути 
придушені демпфіруваної дією досить великих сил тертя. 
Тоді амплітуда вимушених коливань визначається отриманим рані-








,                                 (7.11) 
в якому частота вільних коливань k визначається з урахуванням не-







k F y y dy
ma
  .                              (7.12) 
 
Основні коливання нелінійної системи досліджуємо з використан-
ням методу простої лінеаризації. 
 
 
Рисунок 7.3 – АЧХ нелінійної системи з прогресивною пружною ха-
рактеристикою 
 
Отримані вирази використовуються для побудови амплітудно-
частотних характеристик А(. Розглянемо АЧХ системи з прогресивною 
пружною характеристикою. Побудована АЧХ нагадує резонансну криву 
для лінійної системи, однак резонансний пік кілька «деформований» від-
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повідно викривлення скелетної лінії системи з прогресивною пружною 
характеристикою. 
При досить великих значеннях частоти зовнішнього впливу  рі-
шення неоднозначно: одному конкретному значенню частоти  відпові-
дає три значення амплітуди А вимушених коливань. Стійкими є коливан-
ня з найбільшою чи найменшою амплітудою, коливання з проміжними 
значеннями амплітуди нестійкі і в дійсності не реалізуються. 
При поступовому збільшенні частоти від нуля до значення кр від-




Рисунок 7.4 – АЧХ нелінійної системи з прогресивною пружною ха-
рактеристикою при зміні амплітуди вимушених коливань 
 
Амплітудно-частотна характеристика нелінійної механічної системи 




Рисунок 7.5 – АЧХ нелінійної системи з регресивною пружною ха-
рактеристикою 
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З урахуванням лінійно-в`язкого опору диференційне рівняння руху 
системи, в режимі вимушених коливань, набуде вигляду: 
 
   sinm y b y F y H wt       . 
 
Тоді амплітуда вимушених коливань визначається отриманим рані-













    
 
,                         (7.13) 
в якому частота вільних коливань k визначається з урахуванням не-
лінійності пружної характеристики системи (рівняння (7.12)). 
 
 
а                                            б 
Рисунок 7.5 – Залежності нелінійної системи: 
а – АЧХ з лінійно-в`язким опором; б – АЧХ з лінійно-в`язким опо-
ром при зміні амплітуди вимушених коливань 
 
Амплітудно-частотна характеристика нелінійної механічної системи 
з урахуванням опору тертя також має петлеподібний характер. Зрив     
амплітуди вимушених коливань неминучий навіть при монотонному   




7.3. Вимушені коливання в нелінійних дисипативних системах 
 
Серед механічних систем, нелінійність яких обумовлена характерис-
тикою тертя, розрізняють дисипативні і фрикційні автоколивальні систе-
ми. У дисипативних системах тертя є причиною розсіювання енергії, у 
автоколивальних системах завдяки тертю відбувається додавання енергії 
у систему. 
При дослідженні вимушених коливань нелінійних дисипативних  
систем необхідно враховувати їх властивості, які визначаються неліній-
ним опором тертя; явним чином властивості таких систем проявляються 
у режимі вільних коливань. 
При помірному нелінійному демпфіруванні користуються методом 
лінеаризації сил тертя і приходять до диференціальних рівнянь виду 
my''+byy'+cy=Hsint. Коефіцієнт демпфування умовного (еквівалентного) 
лінійного тертя by визначається з умови рівності енергії, що розсіюється 
за один цикл у початковому нелінійному і в умовному лінійному елемен-
тах тертя. Для нелінійної моделі коефіцієнт демпфірування умовного   
тертя by залежить від частоти і амплітуди коливань; залежність ця визна-
чається характером закону тертя. 














    
 
.                        (7.14) 
 
На практиці часто застосовуються демпфірувальні пристрої, нелі-
нійна характеристика яких може бути представлена як частково-лінійна, 
ламана. Аналітичне дослідження таких систем в режимі вимушених ко-
ливань виявляється дуже громіздким. 
При дослідженні коливань будь-яких механічних систем з неліній-
ними параметрами доцільно використовувати чисельні методи рішення 
нелінійних диференційних рівнянь руху. Чисельні методи є універсаль-
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ними. В цьому випадку розглядаються вимушені коливання досліджува-
ної системи з заданими параметрами при конкретних значеннях частоти 
зовнішнього впливу  у діапазоні від = 0 до = тах.  
 
Таблиця 7.2 – Визначення основних характеристик тертя при різних за-





















































   
n  0 1 2 3 4 5 
Ф  2 1,57 1,33 1,18 1,09 0,98 
 
Кулонове (сухе) тертя 







При малому терті 
w pA    
Внутрішнє нелінійне 
тертя з розсіюванням 















   
Параметр   визначається на основі обробки 
експериментальних даних – в залежності від 
матеріалу 
 
При кожному значенні частоти  визначається закон руху, розгляд-
дається сталий режим вимушених коливань, при якому визначається мак-
симальне значення досліджуваного параметра. Таким чином визначається 
одне значення амплітудно-частотної характеристики. Завдання такого 




7.4. Методика складання рівнянь руху багатомасових систем 
 
Прийняте раніше уявлення механічної системи у вигляді одномасо-
вої моделі є надмірно спрощеним і далеким від реальності, тому що не 
може враховувати всі діючі у системі зв'язку. Відносною достовірністю 
можуть володіти лише моделі систем з декількома ступенями свободи. 
Методика досліджень при цьому залишається незмінною, однак матема-
тичний опис дещо ускладнюється. 
Реальну механічну коливальну систему, що має нескінченне число 
ступенів свободи, для спрощення моделюють системою з кінцевим чис-
лом ступенів свободи. Відхилення системи з N ступенями свободи від 
положення рівноваги визначають значення N узагальнених координат qi, 
що утворюють вектор. 
Розглянемо рух систем в межах малих коливань. Малі коливання 
щодо рівноважного положення являють собою такий рух системи, при 
якому значення узагальнених координат qi і узагальнених швидкостей q’i 
настільки малі, що у будь-який момент часу їх можна розглядати як ве-
личині першого порядку малості. Приймаємо ряд припущень, що дозво-
ляють спростити вивчення руху систем: 
• Величинами другого порядку малості нехтуємо; хоча це і вносить 
деяку погрішність в отримані результати, проте значно спрощує теорети-
чне дослідження. 
• Початок відліку системи узагальнених координат поєднуємо з по-
ложенням статичної рівноваги досліджуваної механічної системи. 
• Позиційні сили в стані статичної рівноваги дорівнюють нулю, а 
потенційна енергія має мінімальне значення. 
Найбільш загальною формою диференціальних рівнянь руху є відо-
мі рівняння Лагранжа другого роду, записані у вигляді:  
 
i
i i i i
d T T Ф П
Q
dt q q q q
    
    
     
. 
 
Відомо, що вираз який входить у рівняння кінетичної енергії Т в 
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межах малих коливань може бути представлено у вигляді позитивної од-








T a q q
 
   . 
 
Записаний в такому вигляді вираз кінетичної енергії вважають кано-
нічним. У вираз кінетичної енергії входять узагальнені швидкості в абсо-
лютній системі відліку координат, або ж записані через рівняння зв'язку 
їх значення у відносній системі звіту. 
Постійні вираження кінетичної енергії ajk – узагальнені коефіцієнти 
інерції – характеризують масо інерційні параметри системи в заданому 
напрямку, враховуючи передавальні числа і важелі зв'язку елементів сис-
теми. 
Для визначення виразу узагальненого коефіцієнта інерції слід запи-
сати вираз кінетичної енергії досліджуваної механічної системи в прийн-
ятій системі координат і зіставити його з канонічним виразом кінетичної 
енергії. Для системи з двома ступенями свободи канонічний вираз кіне-












T a q q a q a q a q q
 
         ,         (7.15) 
при цьому враховується, що aіk = aki. 
Вираз потенційної енергії П системи в межах малих коливань може 
бути представлено у вигляді позитивної однорідної квадратичної форми 
узагальнених координат qі , qk …. 
Записаний в такому вигляді вираз потенційної енергії вважають ка-
нонічним. У вираз потенційної енергії входять узагальнені координати у 
відносній системі відліку координат, або ж записані через рівняння зв'яз-
ку їх значення в абсолютній системі звіту. 
Постійні вирази потенційної енергії сіk – узагальнені коефіцієнти 
пружності (або квазіпружні коефіцієнти) – характеризують пружні влас-
тивості системи в заданому напрямку, враховуючи передавальні числа і 
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важелі зв`язку елементів системи. 
Для визначення виразу узагальненого коефіцієнта пружності слід 
записати вираз потенційної енергії досліджуваної механічної системи у 
прийнятій системі координат і зіставити його з канонічним виразом по-
тенційної енергії. 
Для системи з двома ступенями свободи канонічний вираз потенцій-












П c q q c q c q c q q
 
    ,         (7.16) 
при цьому враховується, що cik = cki. 
Вираз дисипативної функції Ф лінійно-в'язкого тертя (або функції 
розсіювання Релея) має таку ж структуру, що і вираз кінетичної енергії, і 
у межах малих коливань може бути представлено у вигляді позитивної 








Ф b q q
 
   . 
 
Записаний в такому вигляді вираз дисипативної функції вважають 
канонічним. У вираз дисипативної функції входять узагальнені швидкос-
ті у відносній системі відліку координат, або ж записані через рівняння 
зв`язку їх значення в абсолютній системі звіту. 
Постійні вираження дисипативної функції bіk – узагальнені коефіці-
єнти демпфірування – характеризують опір тертя системи у заданому 
напрямку, враховуючи передавальні числа і важелі зв`язку елементів. 
Для визначення вираження узагальненого коефіцієнта демпфіруван-
ня слід записати вираз дисипативної функції досліджуваної механічної 
системи в прийнятій системі координат і зіставити його з канонічним 
виразом дисипативної функції. 
Для системи з двома ступенями свободи канонічне вираз дисипати-
вної функції розпишеться у вигляді: 
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T b q q b q b q b q q
 
         ,         (7.17) 
при цьому враховується, що bіk = bki. 
За своїм змістом дисипативна функція є механічний еквівалент роз-
сіюючій в простір теплової енергії, у яку переходить частина механічної 
енергії системи при наявності опору тертя.  








  . 
 
Дисипативна функція характеризує швидкість розсіювання енергії 
системи за рахунок опору тертя. 
У разі опору сухого тертя використовується функція Кулона: 
 










    ,                 (7.18) 
 
Рівняння руху системи з декількома ступенями свободи складаються 
окремо по кожній прийнятій узагальненій координаті і утворюють систе-
му взаємопов'язаних диференційних рівнянь руху. 
При дослідженні механічних систем лінійної конфігурації доцільно 
застосовувати прямий метод складання диференційних рівнянь руху, 
який заснований на використанні принципу Даламбера: 
 
       відн дис інер зовн 0i i i i iQ Q Q Q Q     . 
 
Сили, що діють в напрямку узагальненої координати qi: 







  ;  







  ;  
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  . 
Отримане таким чином по і – тій узагальненій координаті вираз 
представляє собою рівняння сил і називається прямою формою записи 
рівняння руху. 
Переміщення системи в напрямку і – тої узагальненої координати, 
викликане дією сил визначається виразом: 
 
     дис інер зовнi i i iq q q q   . 
 
• переміщення, викликане впливом сил інерції точки k: 
 
   інер інер
1 1
n n
ik ik ik ki k
k k
q Q a q 
 
     ; 
 
• переміщення, викликане впливом дисипативних сил точки k: 
 
   дис дис
1 1
n n
ik ik ik ki k
k k
q Q b q 
 
     ; 
 
• переміщення, викликане впливом зовнішніх сил точки k: 
 








де ik – коефіцієнти впливу, які залежать від матеріалу, параметрів 
перетину балки і способу її навантаження. Рівняння руху механічної сис-
теми у процесі коливань представляється у вигляді рівнянь переміщень у 
напрямку і – тої  узагальненої координати та іменується зворотною фор-
мою запису рівнянь руху. 
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РОЗДІЛ 8. ВІЛЬНІ КОЛИВАННЯ ЛІНІЙНИХ БАГАТОМАСО-
ВИХ МЕХАНІЧНИХ СИСТЕМ 
 
8.1. Вільні коливання лінійних багатомасових систем 
 
Вивчення вільних коливань становить певний інтерес у зв`язку з 
практичними завданнями про коливання механічної системи після будь-
якого збурення її рівноважного стану. Основні параметри вільних коли-
вань системи повністю визначають індивідуальні динамічні властивості 
досліджуваної системи, і тому використовуються в подальшому при ана-
лізі вимушених коливань. Таким чином, дослідження вільних коливань є 
обов'язковим етапом аналізу руху системи у будь-якому режимі. 
Основною метою дослідження вільних коливань багатомасової сис-
теми є визначення власних частот системи. Відомо, що опір тертя не ро-
бить значного впливу на власні частоти, то у першому наближенні опір 
тертя можна не враховувати; це значно полегшує виконання завдання. 
 
   
а                                                          б 
Рисунок 8.1 – Багатомасова система: 
а – початкова система; б – розрахункова модель 
 
При складанні розрахункової моделі приймаємо допущення: 
• масивні елементи абсолютно жорсткі; 
• опір тертя відсутнє; 
• рух розглядається в межах малих відхилень; 
• початок відліку поєднане зі станом статичної рівноваги системи; 
• балка схильна до деформації вигину, розтягуванням балки нехтує-
мо як величиною другого порядку малості. 
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• переміщення враховується тільки у напрямку розглянутих коорди-
нат. 
Вважаємо, що параметри системи задані і визначені значеннями    
коефіцієнтів: а11, а22, а12, с11, с22, с12. 
Узагальненими координатами приймаємо вертикальні зміщення q1 
та q2, горизонтальним зміщенням нехтуємо як величиною другого поряд-
ку малості.  
Початкові умови: q1(0), q'1(0), q2(0), q'2(0). 
Для складання рівнянь руху скористаємося рівняннями Лагранжа 
другого роду для малих коливань консервативних систем; за умови від-




d T T П
dt q q q
   
   
   
,                             (8.1) 
де і = 1, 2. 
Механічна енергія системи: 
 




T a q a q a q q      ; 




П c q c q c q q      . 
 
Складові рівняння руху по координаті q1: 
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Аналогічно визначаються складові руху по координаті q2. 
Канонічна форма рівнянь руху для вільних коливань двохмасової 
системи отримана у вигляді: 
 
11 1 12 2 11 1 12 2
12 1 22 2 12 1 22 2
0;
0.
a q a q c q c q
a q a q c q c q
    

    
 
 
Припустимо, що отриманій системі рівняння задовольняє рішення у 
вигляді: 
 
   





q t A kt








Ці функції ще не уявляють загального рішення задачі, але дають 
можливість його отримати. Відповідно до прийнятого припущення мож-
на записати: 
 
   







q t k A kt
q t k A kt


     

     
 
 
Підставивши значення узагальнених координат qi(t) і їх похідних 
q''i(t) в систему рівнянь руху, після скорочення на sin (kt+) отримаємо 
основну систему рівнянь (рівняння амплітуд): 
 
   
   
2 2
1 11 11 2 12 12
2 2
1 12 12 2 22 22
0;
0.
A c a k A c a k
A c a k A c a k
    





Отримана система рівнянь задовольняє тривіальному рішенню 
А1=А2=0; рішення це не представляє інтересу, так як рівність нулю амплі-
туд коливань відповідає повній відсутності коливань. Нетривіальне рі-




11 11 12 12
2 2
12 12 22 22
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0
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Розгорнувши визначник, отримаємо біквадратне рівняння – рівняння 
частот (вікове рівняння) 
 
     
2
2 2 2
11 11 22 22 12 12 0c a k c a k c a k      ;               (8.2) 
     4 2 211 22 12 11 22 22 11 12 12 11 22 122 0k a a a k a c a c a c c c c       . 
 
Позитивні значення коренів рівняння частот є власними частотами 
системи – головними частотами. 
При запису головних частот прийнята система індексації від меншо-
го до більшого, тобто k1 < k2; менша з головних частот надає більший 
вплив на характер коливань і тому називається основною частотою. 
Закон руху виявляється двочастотним і фактично набуває вигляду: 
 
         
         
1 11 12 11 1 1 12 2 2
2 21 22 21 1 1 22 2 2
sin sin ;
sin sin .
q t q t q t A k t A k t
q t q t q t A k t A k t
 
 
       

       
 
 
При запису параметрів руху прийнята система індексації. 
Коливання, що відбуваються з однією з головних частот, називають 
головними коливаннями системи. 
Рух системи представляє собою полігармонічний процес, що відбу-
вається з частотами k1 та k2. 
Головне коливання, що має меншу (основну) частоту k1, іменують 
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основним коливанням 
Отриманий закон руху містить шість невідомих параметрів руху 
(А11, А12, А21, А22, 1, 2) при чотирьох заданих початкових умовах (q1(0), 
q'1(0), q2(0), q'2(0)). Для зменшення кількості невідомих між ними визна-
чається зв`язок; з цією метою знаходять залежність між амплітудами у 
межах кожного головного коливання. 
Запишемо одне з рівнянь основної системи стосовно до головного 
коливання системи, а потім визначимо співвідношення амплітуд: 
 
   2 211 11 11 1 21 12 12 1 0A c a k A c a k    ,                     (8.3) 
звідки 
2
21 11 11 1
21 2
11 12 12 1
A c a k







22 22 22 2
22 2
12 12 12 1
A c a k






Коефіцієнт розподілу амплітуд ij представляє собою взяте в межах 
одного j – того головного коливання відношення амплітуди коливань по 
i – тій координаті до амплітуди по першій координаті. 
З урахуванням отриманих залежностей закон руху системи набуває 
вигляду: 
 
     
     
1 11 1 1 12 2 2
2 21 11 1 1 22 12 2 2
sin sin ;
sin sin .
q t A k t A k t
q t A k t A k t
 
   
     

       
 
 
Використовуючи задані початкові умови, можна визначити ампліту-
ди вільних коливань А11, А12 та фазовий зсув 1, 2. 
 
     1 1 11 1 2 12 20 cos cosq k A k A        ; 
     2 21 1 11 1 22 2 12 20 cos cosq k A k A            ; 
     1 11 1 12 20 sin sinq A A     ; 
     2 21 11 1 22 12 20 sin sinq A A         . 
 
Особливий інтерес представляє випадок вільних коливання механіч-
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ної системи, коли частоти головних коливань мають близькі, але нерівні 
значення. У цьому випадку має місце режим биття по обох координатах; 
амплітуда коливань досягає високих значень. 
 
 
Рисунок 8.2 – АЧХ головних коливань 
 
Енергія руху системи по черзі накопичується за різними координа-
тами. Так при посиленні першого головного коливання інтенсивність 
другого головного коливання зменшується, зменшення амплітуди першо-
го головного коливання супроводжує збільшення амплітуди другого. 
 
8.2. Форми головних коливань 
 
Форми головних коливань служать для наочного графічного зобра-
ження параметрів руху багатомасових систем у режимі вільних коливань. 
Форми головного коливання представляють собою сукупність       
амплітуд, що відповідають розглянутому головному коливанню.  
Графічно форма головного коливання – це умовне зображення    
пружної лінії, яка знаходиться у режимі вільних коливань системи у мо-
мент найбільшого відхилення всіх точок системи від рівноважного стану, 
за умови, що система знаходиться у режимі одного головного коливання, 
а інші основні коливання відсутні. 
Форми головних коливань подібні епюрам амплітуд, побудованим 
при розгляді кожного головного коливання окремо від інших. Для ви-
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ключення залежності амплітуди коливань від початкових умов форми 
головних коливань будуються в одиничному масштабі. 
 
 
Рисунок 8.3 – Розрахункова модель 
 
Кількість форм головних коливань відповідає кількості власних час-
тот системи, тобто числу ступенів свободи системи, що досліджується. 
Кожна форма відповідає одному головному коливанню. 
Слід виділити ряд особливостей форм головних коливань: 
Форми головних коливань є нормованими, представляють не факти-








  .                                           (8.4) 
 
Таким чином, по першій координаті будь-яка форма буде мати сере-
днє арифметичне значення ij = 1. 
• Чисельні значення форм головних коливань відповідають значен-
ням коефіцієнтів розподілу амплітуд ij 
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• Форми головних коливань не залежать від початкових умов руху, а 
визначаються тільки параметрами системи. 
• Форма головних коливань має характерну точку, у якій рух з да-
ною частотою відсутня; така точка називається вузлом форми коливань. 
Кількість вузлів завжди на одиницю менше порядкового номера форми. 
• У межах однієї форми коливання відбуваються синхронно і амплі-
туди коливань знаходяться у постійному співвідношенні. 
• Форми головних коливань підкорюються властивості ортогональ-
ності: добуток будь-яких двох форм головних коливань багатомасових 
систем завжди дорівнює нулю.  
Знаючи амплітуду коливань по першій координаті, визначену з ура-
хуванням початкових умов, можна обчислити фактичні значення амплі-
туд по всім формам головних коливань. 
Для реалізації кожної форми головних коливань у «чистому вигля-
ді» необхідний спеціальний вибір початкових умов. 
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РОЗДІЛ 9. ВИМУШЕНІ КОЛИВАННЯ ЛІНІЙНИХ БАГАТО-
МАСОВИХ МЕХАНІЧНИХ СИСТЕМ 
 
9.1. Вимушені коливання лінійних багатомасових систем  
без урахування опору тертя 
 
У режимі вимушених коливань у тій чи іншій мірі знаходиться пере-
важна більшість механічних систем, які складають конструкцію самохід-
ної машини. Тому режим вимушених коливань є основним при дослі-
дженні віброзахисних якостей систем автомобілів і тракторів. 
Як збурення найчастіше розглядається періодичне зовнішній вплив; 
так як будь-яке періодичне вплив можна розкласти на гармонічні складо-
ві, то збурення задають гармонічним. 
Розглянемо особливості режиму вимушених коливань на прикладі 
простої двохмасової системи (рис. 9.1). З метою з`ясування основних за-
кономірностей руху системи в режимі вимушених коливань «у чистому 
вигляді», розглянемо рафіновану модель системи – без урахування впли-
ву опору тертя. 
 
 
Рисунок 9.1 – Розрахункова модель простої двохмасової системи 
 
При переході від вихідної до розрахункової моделі досліджуваної 
системи приймаємо ряд припущень: 
 пружні зв`язки є безмасовими, а масивні елементи – абсолютно 
жорсткими; 
 коливання розглядаються у межах малих відхилень; 
 рух відбувається строго у зазначеному напрямку. 
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Досліджуємо рух системи, викликаний однією гармонікою збуджен-
ня, прийнявши зовнішній вплив у вигляді: 
 
   1 1 sinQ t H wt  ; 
   2 2 sinQ t H wt  . 
 
В якості узагальненої координати приймаємо вертикальні зміщення 
вантажів від їх рівноважного стану q1 та q2. 
В якості вихідних даних приймаємо початкові умови: q1(0)= q10; 
q2(0) = q20; q'1(0) = q'10; q'2(0) = q'20.  
Для складання рівнянь руху системи скористаємося основним спо-
собом – складемо рівняння Лагранжа: 
 
 i
i i i i
d T T Ф П
Q t
dt q q q q
    
    
     
. 
 
Використовуючи канонічні вираження кінетичної і потенційної   




11 1 12 2 11 1 12 1 1
12 1 22 2 12 1 22 2 2
sin ;
sin .
a q a q c q c q H wt
a q a q c q c q H wt
     

     
 
 
Рішення отриманої системи рівнянь складається з двох частин: зага-
льного рішення відповідної однорідної системи і приватного рішення 
неоднорідної. При цьому загальне рішення відповідає коливанню з влас-
ною частотою (вільна і вільносупроводжуюча складові), а приватне рі-
шення – сталому процесу вимушених коливань системи. Внаслідок дії 
неминучих сил опору, тут не врахованих, коливання з власною частотою 
швидко згасають, і при дослідженні сталих режимів руху можуть бути 
опущені. Практичний інтерес представляє лише часткове рішення систе-
ми диференціальних рівнянь руху, що визначає вимушені коливання сис-
теми. 
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Так як система рівнянь є лінійною, то приватне рішення її повторює 
характер зовнішнього впливу і може бути прийнято у вигляді: 
 
   1 1 sinq t wt    ; 
   2 2 sinq t wt    ; 
   21 1 sinq t w wt       ; 
   22 2 sinq t w wt       . 
де 1 та 2 – амплітуди вимушеної складової руху системи. 
Підставивши ці залежності в систему рівнянь руху і скоротивши на 
періодичну складову sin (t+), отримаємо рівняння амплітуд вимуше-
них коливань: 
 
   
   
2 2
1 11 11 2 12 12 1
2 2
1 12 12 2 22 22 2
;
.
c a w c a w H
c a w c a w H
 
 
    

   
 
 
Система двох алгебраїчних рівнянь з двома невідомими дає можли-
вість визначити амплітуди вимушених коливань: 
 
   
     
2 2
1 22 22 2 12 12
1 2
2 2 2
11 11 22 22 12 12
H c a w H c a w




    
; 
   
     
2 2
2 11 11 1 12 12
2 2
2 2 2
11 11 22 22 12 12
H c a w H c a w




    
. 
 
При дослідженні вільних коливань раніше було отримано рівняння 
частот у вигляді виразу: 
 
     2 2 211 11 22 22 12 12 0c a k c a k c a k      . 
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Як видно, знаменник виразів амплітуд вимушених коливань має ту 
ж структуру, що і рівняння частот, відрізняючись тільки наявністю часто-
ти зовнішнього впливу  замість головної частоти k. Оскільки головні 
частоти є корінням рівняння частот, то при значенні  = k1 або  = k2  
знаменник виразів амплітуд звернеться в нуль, амплітуди вимушених 
коливань стануть нескінченно великими. У цьому випадку має місце 
явище резонансу. Частота  = k1 та  = k2, при якій спостерігається резо-
нанс, іменується резонансною частотою. Кількість резонансів відповідає 
числу степенів вільності системи, що досліджується. Якщо змушуючи 
сили мають полігармонічну структуру, то резонанс можливий при збігу 
будь-яких з частот збудження з будь-якою з власних частот системи;  
кількість можливих резонансних зон зростає. 
 
 
Рисунок 9.2 – Явище антирезонансу 
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Так як для даної системи є два максимальних значення амплітуд – 
два резонансу, то між ними повинно знаходитися мінімальне значення 
min, відповідне мінімальному значенню чисельника виразу амплітуд. На 
противагу резонансу цей випадок називається антирезонансом. 
Якщо прийняти 1=0, то 
 
   2 21 22 22 2 12 12 0H c a w H c a w    , 
звідки  
1 22 2 12
1
1 22 2 12
a
H c H c
w






Аналогічно за умови 2=0 можна отримати 
 
2 11 1 12
2
2 11 1 12
a
H c H c
w






Частоту зовнішнього впливу а1 та а2 називають частотою антире-
зонансу. 
Частота антирезонансу по кожній координаті має своє значення; 
явище антирезонансу не може наступити одночасно по двох координатах. 
Антирезонанс – притаманне вимушеним коливанням багатомасо-
вих систем явище, коли при певному співвідношенні параметрів складо-
вих систему елементів по одній з координат спостерігається відсутність 
коливань, у той час як по інших координатах амплітуда коливань досягає 
значної величини. 
Явище антирезонансу знаходить застосування у технічних системах 
для захисту від коливань їх окремих елементів. 
Наведена на малюнку залежність амплітуди вимушених коливань 
від частоти зовнішнього впливу є амплітудно-частотну характеристику, 




9.2. Вимушені коливання лінійних багатомасових систем в умо-
вах лінійно-в`язкого тертя 
 
Тертя значно впливає на характер вимушених коливань, особливо 
помітно це в резонансних зонах. Тертя сприяє гасінню коливань, і зневага 
впливом тертя часом вносить значну похибку в наше уявлення про рух 
системи. 
Оцінимо вплив тертя на прикладі простої двохмасової системи, що 
складається з двох послідовно з`єднаних вантажів, на один з яких діє зов-
нішнє гармонічне збурення. 
 
 
а                                             б 
Рисунок 9.3 – Розрахункова модель простої двохмасової системи: 
а – початкове положення; б – в поточний момент 
 
При переході від вихідної до розрахункової моделі досліджуваної 
системи приймаємо ряд припущень: 
• пружні зв'язки є безмасовими, а масивні елементи – абсолютно жо-
рсткими; 
• коливання розглядаються в межах малих відхилень; 
• рух відбувається строго у зазначеному напрямку, поперечні змі-
щення відсутні; 
• розглядається сталий режим вимушених коливань. 
Параметри системи: 
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- маси m1, m2; 
- пружні зв'язку c1, c2; 
- тертя лінійно-в'язке b1 << b2, b2=b; 
- зовнішній вплив Q1(t)=H1 sin t, Q2= 0. 
У тому випадку, якщо об'єкт дослідження не обмовляється додатко-
вими умовами, то як узагальнених координат приймають координати у 
абсолютній системі відліку: 
• узагальнені координати z1 та z2 – вертикальні зміщення вантажів; 
початок відліку поєднуємо зі станом статичної рівноваги вантажів; 
• надлишкові координати 1 та 2 – вертикальні зміщення вантажів 
щодо опори кожного, що відповідає деформації пружного елемента, від-
носна система відліку; 
• рівняння зв'язку координат:1=z1 та 2= z2 – z1. 
 
Для складання рівнянь руху скористаємося основним способом, 
оскільки це дасть можливість використовувати канонічну систему рів-
нянь руху багатомасових систем, отриману нами раніше. 
Для визначення коефіцієнтів канонічної системи рівнянь записати і 
порівняти вирази складових механічної енергії у канонічній формі записи 
і для реальної даної системи; при цьому враховуємо відповідність уза-
гальнених координат канонічної системи і q1  z1 та q2  z2. 
Кінетична енергія: 
• канонічна форма запису має вигляд:  
 




T a q a q a q q      ; 
 
• для даної системи:  
 
 2 21 1 2 2
1
2
T m z m z   ; 
 
• узагальнені коефіцієнти інерції: а11 = т1, а22 = т2, а12 = 0. 
130 
Потенціальна енергія: 
• канонічна форма запису має вигляд:  
 




П c q c q c q q   ; 
 
• для даної системи маємо:  
 
 2 21 1 2 2
1
2
П c c   ; 
 
• з урахуванням зв'язку надлишкових та узагальнених координат, 
отримаємо вираз потенційної енергії системи: 
 
     22 2 21 1 2 2 1 1 2 1 2 2 2 1 21 1 2
2 2
П c z c z z c c z c z c z z       ; 
 
• узагальнені квазіпружні коефіцієнти: с11 = с1+с2, с22 = с2, с12 = – с2. 
Дисипативна функція:   
• канонічна форма запису має вигляд:  
 




Ф b q b q b q q      ; 
 
• для даної системи маємо:  
 
 2 21 1 2 2
1
2
Ф b b    ; 
 
• з урахуванням зв`язку надлишкових та узагальнених координат, 
отримаємо вираз дисипативної функції системи: 
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    2 2 22 2 1 2 1 2 2 2 1 21 1 2
2 2
Ф b z z b z b z b z z          ; 
 
• узагальнені коефіцієнти демпфірування: b11 = b2, b22 = b2, b12 = – b2. 
Скористаємося канонічної системою рівнянь руху, які отримані з 
використанням рівнянь Лагранжа і включають в себе вже визначені нами 
параметри: 
 
 11 1 12 2 11 1 12 2 11 1 12 2 1
12 1 22 2 12 1 22 2 12 1 22 2
;
0.
a q a q b q b q c q c q Q t
a q a q b q b q c q c q
         

        
 
 
На стадії попереднього аналізу часто використовують так звані пар-
ціальні частоти багатомасових систем, визначення яких не представляє 
складності. 
Парціальна частота є частота вільних коливань системи у напрям-
ку даної координати за умови, що рухи в усіх інших напрямках виключе-
ні. 
Парціальна частота характеризує властивості системи у суворо зада-
ному напрямку і не враховує взаємний вплив мас системи; при певному 




















Оскільки досліджувана механічна модель описується системою лі-
нійних диференціальних рівнянь з постійними коефіцієнтами, то для ви-
значення параметрів вимушених коливань доцільно скористатися мето-
дом комплексної передавальної функції.  
Для прийнятого характеру зовнішнього впливу  
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   1 1 sinQ t H wt  ,                                  (9.1) 
закон руху шукаємо у вигляді:  
 
     1 1 1 1sinq t H W w wt     ;                      (9.2) 
     2 1 2 2sinq t H W w wt     ;                      (9.3) 
 
Для визначення вираження передавальної функції перейдемо до 








q S q S
dt
    ; 
 
dq
q S q S
dt
    ; 
 0q S q S  ; 
   Q t Q S . 
 
Система диференціальних рівнянь перетвориться в алгебраїчну сис-
тему лінійних рівнянь: 
 
         
       
2 2
11 11 11 1 12 12 12 2 1
2 2
12 12 12 1 22 22 22 2
;
0.
a S b S c q S a S b S c q S Q S
a S b S c q S a S b S c q S
        

       
 
 
Отримані вирази дозволяють знайти передавальну функцію системи 
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11 11 11 22 22 22 12 12 12
a S b S cq S
W S
Q S a S b S c a S b S c a S b S c
  
 
       
. 
 
Вирази комплексної передавальної функції отримуємо шляхом фор-
мальної заміни оператора S на (j) 
 
 
   





11 11 11 22 22 22 12 12 12
c a w j b w
W w
c a w j b w c a w j b w c a w j b w
 

                 
. 
 
Після перегрупування вираз приводимо до виду: 
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 

            
 
          
. 
 
У отриманому виразі замінимо узагальнені коефіцієнти а11, а12….с22 
їх значеннями, отримаємо: 
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       
. 
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Амплітуда вимушених коливань по першій координаті 
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   
        
 
       
. 
 
Отримані вирази використовуються для побудови амплітудно-
частотних характеристик, які служать основним критерієм оцінки вібро-
захисних якостей будь-якої механічної системи. Змінним аргументом при 
побудові АЧХ є частота зовнішнього впливу , яка змінюється від нуля 
до максимального значення, що визначається умовами руху системи. 
 
 
Рисунок 9.4 – Амплітудно-частотна характеристика 
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АЧХ будуються по кожній досліджуваній координаті окремо, і ма-
ють різну конфігурацію.  
Для деяких систем представляють інтерес фазо-частотні характерис-
тики (ФЧХ), що характеризують запізнювання реакції системи на зовні-
шній вплив. Математично ФЧХ є аргумент комплексної передавальної 
функції системи і визначається класичними методами. 
 
9.3. Побудова і аналіз амплітудно-частотних характеристик      
багатомасових механічних систем 
 
Амплітудно-частотні характеристики дають повну інформацію про 
характер системи, її поведінку в умовах вимушених коливань – найпо-
ширенішому режимі експлуатації самохідних машин. Амплітудно-
частотні характеристики будуються окремо по кожній досліджуваній ко-
ординаті, і для багатомасової системи мають складну форму, з більш-
менш вираженими резонансними і антирезонансними явищами. Заздале-




Рисунок 9.5 – АЧХ багатомасової системи 
 
Розглянемо характерні особливості амплітудно-частотних характе-
ристик на прикладі простої двохмасової системи. Для порівняння на 




Рисунок 9.6 – АЧХ двохмасової системи з тертям і без урахування 
тертя 
 
При нульовому значенні частоти значення амплітудно-частотної ха-
рактеристики відповідає статичній деформації системи у напрямку даної 
узагальненої координати. 
Весь діапазон частот зовнішнього збурення розбивається на зони, 
кожна з яких має свої особливості руху системи.  
 
Таблиця 9.1 – Зони на АЧХ 
 
Позн. Найменування Межі зони 








)>(стат + mах1) / 2 та  




 )< (mах1 + min1 ) / 2 та 




 )> (min1 + mах2 ) / 2 та 




1,2 стат>  )> 0,1 стат 
7 Зона фільтрації  ) < 0,1 стат 
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Як видно на характеристиці, тертя у системі значно впливає на ха-
рактер АЧХ у резонансній і антирезонансній (міжрезонансній) зоні, але 
майже не позначається у низькочастотній (дорезонансній) і високочасто-
тній (зарезонансній) зоні, практично не впливає – у навколостатичній 
зоні і зоні фільтрації. Присутність тертя у системі позитивно позначаєть-
ся у резонансних точках; одночасно амплітуда коливань у режимі антире-
зонансу вже дорівнює невеликому, але кінцевому значенню. 
При дослідженні багатомасових систем кількість зон відповідно зро-
стає, але сенс їх залишається тим же. У реальних багатомасових системах 
основний діапазон частот зовнішнього впливу припадає саме на резонан-
сні і відповідні їм міжрезонансні зони; тертя у таких системах необхідно 
враховувати. 
Амплітудно-частотні характеристики можуть бути побудовані в фа-
ктичних значеннях фізичних параметрів, в цьому випадку зберігається 
розмірність досліджуваного параметра механічної системи (м, рад). 
 
   i iw H W w   .                                  (9.4) 
 
Для порівняльного аналізу якості систем часто використовують     
амплітудно-частотні характеристики, побудовані у відносних величинах, 
що дозволяє оцінити якість власне самої досліджуваної системи, виклю-
чивши вплив величини зовнішнього впливу. У цьому випадку АЧХ фак-












   .                         (9.5) 
 
Амплітудно-частотні характеристики можуть бути нормованими, 
тобто приведені до одиничного масштабу. В цьому випадку АЧХ є від-
ношенням фактичного значення досліджуваного параметра до величини 
статичної деформації системи, викликаної дією постійного зусилля Н: 
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.               (9.6) 
 
Амплітудно-частотні характеристики у залежності від мети дослі-
дження будуються: 
• по переміщенню – ) 
• по швидкості – ) 
• по прискоренню – ) 
При дослідженні нелінійних систем використання методу комп-
лексної передавальної функції неприпустимо. Для таких систем складена 
система рівнянь руху вирішується чисельними методами окремо для   
кожного значення частоти зовнішнього впливу i. Для кожної реалізації 
по заданій частоті i  визначається відношення амплітуди з досліджува-
ної координати до постійного амплітудного зовнішнього впливу – одна 
точка АЧХ. Таким чином, проводиться аналіз вимушених коливань бага-
томасової системи в усьому можливому діапазоні частот зовнішнього 
впливу. Приклад побудови АЧХ нелінійної одномасової системи розгля-
нуто раніше у розділі 7, метод дослідження багатомасових систем анало-
гічний. Застосування чисельних методів можливо тільки при використан-
ні обчислювальної техніки. 
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РОЗДІЛ 10. БОРОТЬБА З КОЛИВАННЯМИ МЕХАНІЧНИХ  
СИСТЕМ 
 
10.1. Основні напрямки боротьби з коливаннями механічних    
систем 
 
Наслідком інтенсивних коливань може бути втрата працездатності 
системи, аж до її руйнування. Вельми негативно позначаються коливання 
на стані людини, вимушеного стикатися з розташованими у режимі коли-
вань елементами систем. Фактори коливань, що впливають на людину, 
жорстко регламентуються законодавством і входять в параметри серти-
фікації транспортних засобів. 
Сукупність методів і засобів, що зменшують механічні коливання у 
всьому діапазоні частот, називають віброзахистом. 
Виділяють складові розрахункової схеми віброзахисту системи: 
джерело вібрації, власне, що захищає і його зв'язок. 
Ставлення параметрів коливань об'єкта, що захищається при наяв-
ності і відсутності віброзахисного пристрою називають коефіцієнтом 
ефективності віброзахисту. 
Переслідується дві мети віброзахисту об`єкта – підвищення вібромі-
цності і вібростійкості. У реальних системах розглядаються тільки виму-
шені складові руху, а віброзахист зводиться до боротьби з резонансними 
явищами. 
Залежно від застосованої тактики боротьби з коливаннями розріз-
няють активні і пасивні системи віброзахисту: 
 пасивний захист є засобом оборони, мета якого виключити ймо-
вірність роботи системи у несприятливому режимі; 
 активний захист використовує пристрої, які поглинають енергію 
коливань. 
Основу дії віброзахисних пристроїв складають відомі положення: 
 наявність сил тертя в реальних системах призводить до досить 
швидкого загасання вільних коливань і віброзахист зводиться до бороть-
би з вимушеної складової руху системи; 
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 амплітуди вимушених коливань можуть бути досить малими, 
якщо власна частота системи значно менше частоти зовнішнього впливу; 
 тертя призводить до поглинання енергії коливань, і вимушені ко-
ливання при цьому мають значно менші значення, причому це особливо 
помітно у резонансній зоні; 
 при коливаннях багатомасових систем має місце явище антире-
зонансу при певному співвідношенні параметрів системи. 
Для боротьби з механічними коливаннями і їх наслідками викорис-
товуються такі засоби: 
 зниження активності джерела коливань (балансування обертових 
деталей, установка противаг); 
 віброізоляція системи; 
 поглинання енергії коливань спеціальними засобами захисту; 
 забезпечення оптимального режиму функціонування об`єкта, що 
захищається за допомогою динамічного гасіння коливань. 
Таким чином, усунення небезпечних режимів коливань досягається 
як шляхом зміщення резонансів за межі частоти зовнішнього впливу у 
робочому режимі системи, так і шляхом зниження амплітуди коливань за 
рахунок введення у систему додаткових пристроїв. У першому випадку 
вносяться зміни в характеристику власне самої системи, у другому – у 
коливальну систему вводяться додатково елементи різного типу, чим 
змінюється математична модель системи. 
Крім періодичної зовнішньої дії – основна причина вимушених ко-
ливань, багато механічні системи за умовами експлуатації схильні до дії 
поштовхів і ударів, що призводить до вільних коливань системи. Енергію 
удару вбирають в себе, а потім розсіюють її спеціальні пристрої – амор-
тизатори. 
Обґрунтування і вибір оптимальних засобів боротьби з коливаннями 
систем самохідних машин є основним завданням курсу, що вивчається, 





10.2. Віброізолятори і визначення їх параметрів 
 
Віброізоляторами називають елементи пасивного захисту системи 
від впливу коливань. 
Віброізолятор – це додатковий пружній елемент, встановлений пос-
лідовно з основним пружнім зв`язком з метою значного зменшення влас-
ної частоти системи. Використання віброізолятора дозволяє змістити ре-
зонансний режим у неробочу зону. 
Віброізолятор охороняє об`єкт від силового, або кінематичного 
впливу. При силовому характері зовнішнього впливу на систему віб-
роізолятор встановлюється між джерелом вібрації і підставою, захищаю-
чи його – такий віброізолятор вважають активним. При кінематичному 
впливі віброізолятор встановлюється між початком який переміщується і 
об`єктом захисту (підвіска автомобіля) – пасивна віброізоляція. 
 
 
а                                                     б 
Рисунок 10.1 – Розрахункова модель впливу об`єкта на основу: 
а – основа нерухома; б – основа рухома 
 
У всіх випадках необхідний розрахунок віброізоляції, так як випад-
кова, необґрунтована установка пружних елементів може принести не 
користь, а шкоду. Прийнято вважати, що віброізоляція буде ефективною 
при співвідношенні між частотою зовнішнього впливу і власної   р > 4. 
Це дозволяє гарантувати роботу системи у зарезонансній зоні – зоні 
високочастотного (для даної системи) впливу. 
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Розглянемо вибір параметрів віброізоляції. Нехай вихідна система 














  .                                      (10.1) 
 
У разі резонансу амплітуда вимушених коливань нескінченно вели-
ка: 
 
1вихA  . 
 
Величина статичної деформації, викликаної дією постійного зусилля 
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1вих 1стA A . 
 
Модернізована система відрізняється наявністю додаткового пруж-
ного елемента з жорсткістю с2. Еквівалентна жорсткість модернізованої 
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p  , необхідно виконати умову 1
16
c
c  .  
Амплітуда вимушених коливань у небезпечному режимі матиме 
значення: 
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З урахуванням співвідношення параметрів модернізованої системи 
при 
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На перший погляд отриманий результат є блискучим, проте зі змен-
шенням жорсткості системи відповідно зростає величина статичної де-
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Таким чином, при застосуванні віброізоляторів значному поліпшен-
ню показників в резонансній зоні супроводжує погіршення у зоні статич-
ної деформації. Цей фактор значно обмежує область використання віб-
роізоляторів. 
У просторових системах зменшення жорсткості підвіски потрібно 
лише у напрямку дії сили, збурювальної або моменту; у той же час в    
інших напрямках зберігається достатня жорсткість. З цих міркувань при 
установці автомобільного двигуна на раму створюють малу жорсткість в 
кутовому русі навколо поздовжньої осі двигуна, і значно більшу жорст-
кість – в інших напрямках. Причому у реальних системах співвідношення 
збурювальної і власної частот зазвичай приймають меншим теоретично 
рекомендованим. 
Прийнято вважати задовільним  / р > 2. 
 
10.3. Вібропоглиначі та їх параметри 
 
Вібропоглиначі (інакше – демпфери) відносяться до елементів акти-
вного захисту механічних систем в режимі вимушених коливань. 
Демпфер являє собою додатковий елемент тертя, встановлений па-
ралельно основному пружному елементу, як можна ближче до джерела 
зовнішнього збурення. Принцип дії демпфера заснований на поглинанні 
механічної енергії руху системи в режимі вимушених коливань, з по-
дальшим розсіюванням її в навколишній простір у вигляді тепла. 
У демпферах використовують різні види тертя – сухе, лінійно-
в`язке, гістерезисне. 
Демпфери встановлюють у тій ділянці системи, де амплітуда виму-
шених коливань досягає найбільшого значення, що дає можливість за-
безпечити достатній шлях для реалізації сили тертя. Місце установки 
демпфера визначають, аналізуючи форми головних коливань. Установка 
демпфера в вузлових точках форми не дає ефекту. 
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Рисунок 10.3 – АЧХ з вібропоглиначем 
 
Амплітуда вимушених коливань при наявності тертя визначається 
виразом: 
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У системі з наявністю демпфера амплітуда вимушених коливань до-
сягає максимальної величини при частоті 2 2
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Як було розглянуто раніше при вивченні вільних коливань однома-
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Відомо, що при  > 0,5 подальше зменшення амплітуди у зоні резо-
нансу вже не спостерігається, і тому більше збільшувати тертя недоціль-
но. 
У трансмісіях транспортних машин широке застосування знаходять 
демпфери сухого тертя, причому у «чистому вигляді» – без паралельно 
включених пружних елементів. Перевагами демпферів сухого тертя є 
простота конструкції і відносно невеликі розміри. Основний недолік   
таких демпферів – неминучий знос поверхонь тертя, що призводить до 
зменшення сил тертя, отже – до зниження ефективності вібропоглинача. 
Значне застосування у автотракторобудуванні знаходять демпфери 
внутрішнього тертя, до яких відносяться гумові елементи (гістерезисні 
тертя). Такі вібропоглиначі поєднують в собі функції елемента тертя і 
пружного елемента, і в додаткових пружних зв'язках не потребують.   
Істотним недоліком гумового демпфера є зміна його характеристик     
жорсткості в процесі експлуатації. 
У підвісках автомобілів гасіння коливань сприяє тертю між листами 
ресор; листи ресори змащуються графітним мастилом і працюють в умо-
вах лінійно-в`язкого тертя. У систему підресорювання самохідних машин 
включають так само гідравлічні вібропоглиначі – амортизатори, щоб за-
безпечити значне розсіювання енергії за рахунок перезтискання робочої 
рідини з однієї порожнини в іншу. 
У конструкціях самохідних машин має місце також конструкційне 
демпфірування. Конструкційним демпфуванням обумовлені енергетичні 
втрати, що виникають при коливаннях механічних систем завдяки дії сил 
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сухого або граничного тертя на контактних поверхнях у пресових, болто-
вих, шліцьових та інших з`єднаннях. 
Конструкційне демпфірування може бути штучно збільшено за ра-
хунок застосування спеціальних пружинних пакетів, пружних муфт.   
Якісну оцінку конструкційного демпфірування отримують експеримен-
тальним шляхом. 
Коливання можуть бути зменшені або повністю усунені за допомо-
гою вібропоглинача ударної дії. 
 
 
Рисунок 10.4 – Схема руху з вібропоглиначем 
 
Для гасіння коливань тяг органів управління може бути використа-
ний плаваючий ударний демпфер. Ця система є додатковим вантажем, 
який вільно, з деяким зазором вміщується в об`єкт, що захищається. Для 
зменшення коливань віброізольованих машин при проходженні через 
резонанс застосовують ударні пружинні демпфери. 
Для гасіння коливань висотних конструкцій можуть бути викорис-




10.4. Динамічні гасителі коливань та їх розрахунок 
 
Для гасіння коливань механічних систем часто використовують до-
даткові динамічні пристрої, що не входять в основний конструктивний 
ланцюг. Єдине призначення цих пристроїв – у певних умовах переадре-
сувати на себе енергію коливань і тим самим забезпечити щадні умови 
роботи основних елементів системи. Такі пристрої прийнято називати 
динамічними гасителями коливань; обов`язковим компонентом динаміч-




Рисунок 10.5 – Схема руху з динамічним гасителем 
 
Існує кілька типів подібних пристроїв: 
 Динамічні гасителі коливань, що представляють собою додатко-
ву масу тд, приєднаної до основної механічної системи за допомогою 
пружного елемента сд. 
 Динамічні поглиначі коливань, що представляють собою додат-
кову масу тд, приєднаної до основної механічної системи за допомогою 
елемента тертя bд.  
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 Динамічні гасителі коливань, що представляють собою додатко-
ву масу тд, приєднаної до основної механічної системи за допомогою 
працюючих паралельно пружного елемента сд і елемента тертя bд. 
Таким чином, конструктивне оформлення будь-якого динамічного 
демпфера передбачає установку на певній ділянці системи додаткової 
маси, або маятника, найчастіше на пружньому зв`язку. Перевагою дина-
мічних демпферів є їх ефективність і простота. Динамічний гаситель ко-
ливань може забезпечити зменшення і навіть повне виключення коливань 
основної механічної системи як при силовому обуренні, так і при кінема-
тичному впливі. 
Принцип дії динамічного гасителя коливань заснований на явищі 
антирезонансу. Параметри динамічного гасителя (маса гасителя тд і   
жорсткість пружного зв'язку сд) визначають таким чином, щоб основна 
механічна система перебувала в режимі антирезонансу. Динамічний га-
ситель не поглинає енергію коливань, а лише забезпечує оптимальний 
режим роботи для основної механічної системи; при цьому сам гаситель 
тд знаходиться у несприятливому режимі, здійснюючи вимушені коли-
вання зі значною амплітудою. 
Параметри динамічного гасителя коливання визначають розрахун-
ком; тертя при цьому зазвичай не враховують, тому що вплив тертя на 
частоти вільних коливань незначний. 
Розглянемо наведену на малюнку механічну систему; вихідна мо-
дель – одномасова система, що знаходиться в режимі вимушених коли-
вань під дією гармонійного обурення з частотою . Для забезпечення 
оптимального режиму функціонування основної системи, до неї приєд-
нана додаткова маса тд на пружному зв'язку сд. 
Як узагальнені координати приймаємо координати в абсолютній си-
стемі відліку: 
• узагальнені координати z1 та z2 – вертикальні зміщення 
• вантажів; початок відліку поєднуємо зі станом статичної рівноваги 
вантажів; 
• надлишкові координати 1 та 2 – вертикальні зміщення вантажів 
щодо опори кожного, що відповідає деформації пружного елемента, від-
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носна система відліку; 
• рівняння зв`язку координат: 1= z1 та 2= z2 – z1. 
 
 
а                              б                              в 
Рисунок 10.6 – Розрахункова модель механічної системи: 
а – вихідна модель; б – модель з додаванням маси тд; в – рух систе-
ми з додатковою масою тд 
 
Для визначення коефіцієнтів канонічної системи рівнянь запишемо і 
порівняємо вирази складових механічній енергії у канонічній формі запи-
си і механічної енергії реальної даної системи; при цьому враховуємо 
відповідність узагальнених координат канонічної системи і вихідної          
q1  z1 та q2  z2  
Коефіцієнти канонічної системи рівнянь матимуть значення а11 = т1, 
а22 = т2 = тд, а12 = 0; с11 = с1 + с2, с22 = с2 = сд, с12 = – с2 = – сд 
Рівняння руху системи у режимі вимушених коливань без урахуван-
ня тертя мають вигляд: 
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Амплітуда вимушених коливань по координаті Z1 
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Амплітуда вимушених коливань по координаті Z2 
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Шукані параметри динамічного гасителя містять дві невідомі вели-
чини: масу тд = т2 = а22  та жорсткість сд = с2 = с22. 
Отримане рівняння дає безліч рішень. Для отримання однозначного 
рішення скористаємося додатковою умовою - введемо обмеження на пе-
реміщення маси динамічного гасителя, тобто на величину 2. Нехай буде 
2 max. 




































Таким чином отримали умову вибору параметрів динамічного гаси-



























   є парціальною частотою динамічного гасителя 
коливань і є його характеристикою. Умова роботи гасителя рд = . 
Для повного гасіння коливань основної маси необхідно, щоб парціа-
льна частота динамічного гасителя збігалася з частотою зовнішньої дії. 
Якщо ця умова не виконується, то динамічний гаситель може погіршити 
ситуацію, необґрунтовано ускладнивши систему, і тим самим додавши 
ще один резонанс. 
Якщо частота зовнішнього впливу змінюється в незначних межах, то 
розширити антирезонансну зону можна введенням тертя паралельно 
пружного зв`язку. При наявності тертя (а у реальних системах у тій чи 
іншій мірі воно завжди є) амплітуда захищається в умовах антирезонансу 
вже не дорівнює нулю, але стійкий мінімум зберігається. 
 
 
Рисунок 10.7 – Розрахункова модель з рухом динамічного гасителя 
 
Динамічний гаситель коливань не є самоналаштовуючою системою, 
так як частота гасіння коливань вже закладена в його конструктивні па-
раметри. Однак з введенням додаткової слідкуючої системи можна забез-
печити налаштування динамічного гасителя на визначення частоти.  
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РОЗДІЛ 11. КОЛИВАННЯ В ТРАНСМІСІЇ 
 
11.1. Згинальні коливання валів трансмісії самохідної машини 
 
Незважаючи на значні запаси міцності у трансмісії, доволі часто 
відбуваються руйнування. Пояснюється це впливом динамічних 
навантажень викликані коливальними процесами. Коливальні процеси 
трансмісії можуть виникати внаслідок нерівномірного впливу рушія, 
кінематичного впливу з боку коліс, нерівномірною роботою двигуна 
внутрішнього згоряння. Циклічну зміну крутного моменту, 
розбалансованість обертових частин трансмісії. Удари при сполученні 
зубів. Накопичується похибка зачеплення зубчастих коліс. 
Нерівномірність обертання карданів. 
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Розглянемо коливання викликані розбіжністю осі обертання і центру 
мас при обертанні незбалансованих шестерень відбувається вигин 
обертається осі вала так звана прецесія вала. При збільшенні частоти 
обертання деформація збільшується досягаючи критичної величини при 
якій можливе руйнування, при подальшому збільшенні частоти 
обертання прецесія зменшується і при досить високій частоті обертання 
системи починає обертатися навколо своєї осі, таке явище називається – 
самоцентрування. 
Припущення: підшипники не перешкоджають повороту вала в 
опорах, вал розглядається безмасовим пружним елементом; диск досить 
жорсткий і його маса зосереджена в точці S; Вал розташований 
вертикально; обертання валу відбувається рівномірно з частотою w.  
Узагальнені координати: х – переміщення центру мас диска S. 
Надлишкові координати: r – деформація валу.  
При w = 0, то х = е. 
При w > 0 
 
2
убF m w x   ,                                     (11.1) 
де х = r + e. Тоді  
 
 2убF m w r e    ; 
прQ c r   ; 














Характеристика деформації вала буде визначатися співвідношенням 
власної частоти певної для вигину вала P і частоти зовнішнього впливу з 
обертання w:  
• при w = 0, то r = 0;  
• при w > 0, але w < p, то r > e; 
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• при w = p, то w – критична частота та r → ∞;  
• при w > p, то r = – e – самоцентрування.  
 
 
а                                   б                                   в                                 г 
Рисунок 11.2 – Характеристика деформації вала 
 
Якщо система є багатомасової, то і критичних частот буде кілька, 
вони збігатимуться з головними: 
• К – коефіцієнт, що враховує вплив опор вала; 
• К = 1 – для шарикопідшипників; 
• К = 2 – для інших. 
Крім критичної частоти основної можливий резонанс при критичній 
частоті 2-го порядку.  
При горизонтальному розташуванні валу здійснюється вплив 
вагового навантаження. 
Трансмісія автомобіля загального призначення потрапляє в частоту 
w менше wкр. З метою збільшити значення критичної частоти вали 
прагнуть «вкоротити» його. У карданних передачах застосовують тонкі 
вали і додаткові опори. 
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Вали обертання частота яких менше wкр іменуються жорсткими. 
Вали частоти яких більше wкр іменуються гнучкими. 
 
11.2. Загальні уявлення про крутильні коливання 
 
Під крутильними коливаннями розуміється періодична зміна, 
миттєва зміна кутової швидкості обертового вала. Частота обертання 
валу при цьому залишається незмінною. При дослідженні цих коливань 
застосовується метод інверсії: вал умовно зупиняється і в умовно 
зупиненої системі спостерігаються миттєві значення відхилень вала від 
його рівномірного обертання. 
 
Таблиця 11.1 – Приклади обчислення піддатливості 
 














для сталі 107,9 10G    Па. 
























втG  – модуль здвигу для матеріалу 
втулки. 
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У трансмісіях автомобіля та трактора часто використовують 
ступінчасті вали. Прийнято для зручності розрахункової моделі 
приводити до рівномірного валу, при цьому змінюється довжина 
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   
    
   
.                                  (11.4) 
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Рисунок 11.3 – Розрахункова модель ступінчатого валу 
 
Реальні трансмісії є багатомасовими, тому для оцінки системи в 
першому наближенні використовують поняття парціальних частот. 
 
 
Рисунок 11.4 – Умовна розрахункова схема трансмісії 
 






  .                                    (11.5) 
 
Також як і при вигині при крученні валів можливі кутові зміщення, 
тобто у яких крутильні коливання валу відсутні. 
Трансмісія самохідної машини як об`єкт дослідження крутильних 
коливань є багатомасовою системою зі складними зв`язками. Ця система 
включає у себе нелінійні елементи. З метою спрощення розрахункову 
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модель представляють у вигляді системи, яка складається з абсолютно 
жорстких зосереджених мас і безмасових пружних зв`язків між ними. 
Елементами конструкції з малими моментами інерції нехтують так само 








Рисунок 11.5 – Схема трансмісії: 
а – кінематична; б – динамічна; в – приведена  
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Таким чином, розрахункова модель являє собою пружний скелет 
системи з закріпленими у певних місцях масами. Зовнішній вплив 
додається до масивних елементів. Оскільки включає в себе передавальні 





















































Для визначення приведеного та ведучого вала, моменти інерції 
необхідно записати виражені кінетичної енергії розглянутої ланки у 
реальній вихідній моделі і у розрахунковій моделі. Отримані вирази 
зіставляються. У тому випадку, якщо один з елементів має малий момент 
інерції, то їм можна знехтувати. 
Для визначення наведених до ведучого валу параметрів жорсткості 
розглядають рівняння потенційної енергії. 
 
01 01c c
  ; 
12 12c c
















































Аналогічно згинальних коливань стержня, вали при крутильних 
коливаннях мають так звані вузлові перетини (вузли) – перетин вала, у 
яких амплітуда крутильних коливань дорівнює нулю. Положення цих 
перетинів визначається параметрами системи. 
 
 
Рисунок 11.6 – Вузловий перетин 
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.                                    (11.7) 
 
11.3. Двигун внутрішнього згоряння як джерело крутильних 
коливань 
 
Крутильні коливання викликаються дисбалансом, нерівномірністю 
опору руху, впливом карданних передач, пересполученням зубів 
шестерних передач і т.д., але основним джерелом є мінливість крутного 
моменту двигун внутрішнього згоряння (ДВЗ). 
 
 
Рисунок 11.7 – Графік крутного моменту ДВЗ 
 
Оскільки розглянута лінійна модель, то справедливий принцип 
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суперпозиції, це дозволяє розкласти періодичну зміну крутного моменту 
ДВЗ на гармонійні складові. Використовується розкладання в ряди Фур`є. 
 





kr r kr r
K
F t F t a K w t b K w t

         ,        (11.8) 
де 
kra  та krb  – коефіцієнти розкладання. 






kr ra F t K w t dt
T
    ;                        (11.9) 






kr rb F t K w t dt
T
    ;                     (11.10) 





kr kr r kr
K
F t F t a b K w t 

       ,            (11.11) 
де 
kr  – фазовий здвиг.  
 
 










.                                (11.12) 
 
     
двс 0,5 двс 0,5
1
1 двс 1 1,5 двс 1,5 2 двс 2
sin sin 0,5
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M M M w t





        
 
         

  (11.13) 
 
Розкладання повинно містити від 8   – гармонік.  
Для виділення найбільш небезпечних гармонік, будують фазові 
діаграми крутного моменту ДВЗ. 
Фазова діаграма, яка побудована окремо для кожної гармоніки, 
векторні діаграми збурювального моменту в обертальній системі 
координат. При їх побудові використовується метод інверсії: колінчатий 
вал умовно зупиняється, а ДВЗ умовно обертається в протилежну 
сторону. Стрілками вказують момент спалаху в кожному циліндрі. 
 
 
Рисунок 11.9 – Графік роботи чотирьохциліндрового ДВЗ 
 
Кут між векторами фазової діаграми β визначається кутом між 
колінчастим валом 
 
K   .                                      (11.14) 
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Гармоніка, у якій напрями векторів збігаються для всіх циліндрів 
називається мажорною, а гармоніки з різноманітно спрямованими 
векторами – мінорною. Фазові діаграми показують положення 
колінчатого вала в момент досягнення вектором навантаження даної 
гармоніки максимальним значенням. Номери мажорних гармонік кратні 




Рисунок 11.10 – Графік роботи шестициліндрового ДВЗ 
 
Фазові діаграми можуть бути використані для визначення величини 
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Рисунок 11.11 – Різновид спалахів в ДВЗ 
 
11.4. Найпростіша модель крутильних коливань трансмісій 
 
Найпростішою моделлю крутильних коливань є трьохмасова. В 
цьому випадку необхідно враховувати інерційний вплив системи. 
1. ДВЗ – маховик.  
2. Обертальні маси ведучих коліс.  
3. Поступальний рух маси авто (причепа). Інерційний вплив мас, 
порядок якого відрізняється в 10 або 100 разів, не враховується при 
складанні такої моделі. 
Враховуються пружні зв`язки. 
1. Трансмісії (пружин демпфера зчеплення, вала зчеплення, вали 
КПП, карданні вали, півосі) і тангенціальна жорсткості ведучих коліс. 
Не враховується: 
1. Пружні властивості (дисків зчеплення, зубці шестерень, вали 
трансмісії і т.д.) 
2. Враховуються демпфірувальні властивості демпфера зчеплення і 
тангенціальне демпфірування ведучих коліс. 
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Не враховується демпфірування в опорах, внутрішнє тертя 
трансмісійних валів і т.д. 
Вихідна модель є ступінчастою, тому містить передавальні числа. 
Розрахункова модель приймається у вигляді лінійної цілісної структури з 
зосередженими масами. При цьому параметри розрахункової моделі на 
різних передачах різняться. 







Рисунок 11.12 – Схеми автомобіля: 
а – кінематична; б – динамічна 
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З рис. 11.12 показник 
2KI I   – приведений з маховика момент 
інерції ведучих коліс; авт 3I I   – момент інерції, який враховує інерцію 
поступово рухомих мас автомобіля; лI  – момент інерції, який враховує 
поступово рухомі маси ДВЗ, обертання деталей та маховика, при 
відсутності даних по моменту інерції ДВЗ приймають 
 








 ,                                     (11.16) 













;                                 (11.17) 
1 2 пруж. демпфер вала сцепления кард. валов напівосі
1 1 1 1 1
C C C C C
    ;      (11.18) 
2























,                         (11.22) 
де 
1 2С   – приведена до маховика жорсткість елементів трансмісії; 










 .                                   (11.23) 
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1 2b   – демпфірування крутних коливань в зчепленні;  










 .                                   (11.24) 
 
Розглянемо вільні коливання. 
Оскільки метою дослідження вільних коливань є визначення 
головних частот, на які тертя практично не впливає, то в першому 
наближенні тертям нехтуємо. 
 
 
Рисунок 11.13 – Динамічна схема з наведенням кутів закрутки 
 
Як узагальнені координати приймають кутове відхилення диска від 
його вихідного стану, при цьому розглядається лише змінна складова 
руху та застосовується метод інверсії.  
Надлишкові координати – кутова деформація пружних ділянок вала 
Δφ2 і Δφ3. 
 
2 2 1     ;                                     (11.25) 
3 3 2     ;                                     (11.26) 
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Для складання рівнянь руху скористаємося основним способом. 
 
 2 2 21 1 2 2 3 3
1
2
T I I I       ;                           (11.27) 
      2 22 21 2 2 2 3 3 1 2 2 1 2 3 3 21 1
2 2
П c c c c              ;   (11.28) 
0Ф  .                                        (11.29) 
 




1 1 1 1
d T T П Ф
Q
dt    
    
    












































 1 1 1 2 1 2 0I c     .                             (11.30) 
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d T T П Ф
Q
dt    
    
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   2 2 1 2 1 2 2 3 2 3 0I c c          .                (11.31) 
 




3 3 3 3
d T T П Ф
Q
dt    
    
    












































 3 3 2 3 2 3 0I c     .                            (11.32) 
 
Складемо систему рівнянь, на основі (11.30 – 11.32) 
 
 
   
 
1 1 1 2 1 2
2 2 1 2 1 2 2 3 2 3





















           (11.33) 
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Оскільки кут закрутки буде змінюватись за синусоїдальним 
законом, то 
 
 1 1 sinA kt           
2
1 1 sink A kt   ; 
 2 2 sinA kt           
2
2 2 sink A kt   ; 
 3 3 sinA kt           
2
3 3 sink A kt   . 
 





1 1 2 1 1 2 2
2
1 2 1 2 1 2 2 3 2 2 3 3
2
2 3 2 3 2 3 3
                     0;
0;
                    0.
I k c A c A
c A I k c c A c A
c A I k c A
 
   
 
   


    

  
           (11.34) 
 
Рівняння (11.34) називається рівнянням амплітуд. 
Оскільки за змістом завдання одночасно в нуль звертатися А1, А2, А3 
не можуть, то внаслідок рівності нулю правій частині системи, можна 
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2
1 2 2 1 2 2 3 2 3
2
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Розкрив визначник отримуємо рівняння частот 
 
    
  
4 2
1 2 3 1 2 2 3 2 3 1 2 1 2 2 3 1 32
1 2 2 3 1 2 3
0
k I I I k c I I c I I c c I I
k
c c I I I
   
 
     
 
     
. 
 
Тоді закон руху можна записати у вигляді 
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       
       
       
1 11 1 12 2 2 13 3 3
2 11 21 1 12 22 2 2 13 23 3 3
3 11 31 1 12 32 2 2 13 33 3 3
sin sin sin ;
sin sin sin ;
sin sin sin ,
t A A k t A k t
t A A k t A k t
t A A k t A k t
   
      
      
    

    

    
  (11.35) 
де 
ij  – коефіцієнт розподілу амплітуд (i – маса елемента, j – 
головна частота), визначається з основної системи рівнянь до кожного 
конкретного значення головної частоти; 
11 12 13, ,A A A  та 1 2 3, ,    – визначаються початковими умовами. 
 
Коефіцієнт розподілу амплітуд використовується для побудови 
форм кутових коливань. 





1 2 3I I I I   ; 1 2 2 3 0c c   ). Результати наведені до табл. 11.2 
 








1  2  3  








































  13 1   23 2    33 1   
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Реальні автомобілі мають не симетричну модель крутильних 
коливань. Для авто середньої вантажопідйомності параметри знаходяться 
в межах: 
1 0,5...1I   кгм
2
; 
2 0,5...2I   кгм
2
; 
3 30...50I   кгм
2
; 
1 2 1,5...4c    кНм
2/рад; 
2 3 5...10c    кНм
2/рад.  
 













1 1I   кгм
2
; 
2 1I   кгм
2
; 
3 50I   кгм
2
; 
1 2 2c    кНм
2/рад; 
2 3 6c    кНм
2/рад 
 
1 0k   11 1   21 1   31 1   
 
2 38k   12 1   22 0,28   32 0,027    
 
3 93k   13 1   23 3,34    33 0,046   
 
 
11.5. Вимушені коливання найпростішої трьохмасової моделі 
 
При дослідженні вимушених коливань обов'язково враховувати 
тертя, в звичайній розрахункової моделі залишаємо те тертя, яке на 
порядок перевершує інше. Так у трьохмасовій моделі враховують тертя 
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демпфера зчеплення і внутрішнє тертя в шинах ведучих коліс. 
У першому наближенні враховується тільки основний періодичний 
вплив – ДВЗ. Решта збурювальних факторів приймаються рівними нулю. 
 
 
Рисунок 11.14 – Динамічна схема з розставленням напрямків дії 
крутних моментів 
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Закон руху у цьому режимі включає в себе чисто вимушені вільно 
супроводжувальні та вільні коливання, останні швидко згасають, тому 
досліджують сталий режим вимушених коливань.  
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Оскільки система описується лінійними диференціальними 
рівняннями, то доцільно використовувати метод комплексної 
передавальної функції. 
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  (11.37) 
 
На основі отриманої системи рівнянь складається визначник, який 
використовується для отримання виразу передавальної функції, а також 





































.                                 (11.40) 
 
Амплітуда вимушених коливань за координатами 
   sint h wt     
 
 1max 1 1 max 1вимA h M W jw      ;                  (11.41) 
 2max 2 2 max 2вимA h M W jw      ;                 (11.42) 
 3max 3 3 max 3вимA h M W jw      ;                 (11.43) 
 
Фаза вимушених коливань δ на кожній координаті значення не має. 
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11.6. Багатомасова модель крутильних коливань трансмісії 
 
При дослідженні цих коливань зазвичай використовується 5-6 
масова модель для авто з одним ведучим мостом. 
 
 
Рисунок 11.15 – Структурна схема п`ятимасової моделі: 
1I  – момент інерції ДВЗ; 2I   – момент інерції ведучої частини КПП; 2I   – 
момент інерції відомої частини КПП і провідною частини карданного 
шарніра; 
3I  – момент інерції головної передачі і диференціала; 4I  – 
момент інерції ведучих коліс; 
5I  – момент інерції, що враховує 
поступально рушійні частини автомобіля; pI  – момент інерції, який 
враховує маси балки моста при його поперечному гойданні; 
1 2c   – 
жорсткість вала зчеплення і демпфера зчеплення; 
2c  – жорсткість зубів 
сполучення шестерень на вигин; 
2 3c   – жорсткість валів карданний 
передач; 3 4c   – жорсткість піввісь враховуючи лівий і правий борт; 4 5c   – 
тангенціальна жорсткість шин; pc  – жорсткість, яка враховує поперечне 
скручування ресори і деформацію ресори при поперечному коливанні 
остова; 1 2b   – опір тертя в частоті крутильних коливань; 4 5b   – внутрішнє 
тертя в шинах 
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Розрахункова модель приводиться до цілісної структури. 
Передавальні числа КПП і головні передачі враховуються при визначенні 
наведених параметрів. Впливом ресор часто знехтують. Тоді модель 
перетворюється в 5-ти масову. На першому етапі визначаються головні 
частоти і форми головних коливань, тому модель розглядається на 
кожній передачі (тертя при цьому можна не враховувати), як узагальнені 
координати приймаються кути поворотів дисків у режимі вимушених 
коливань. Записуються вираження енергії  
 
1 2 2 1     ; 
2 3 3 2     ; 
3 4 4 3     ; 
4 5 5 4     ; 
 2 2 2 2 21 1 2 2 3 3 4 4 5 5
1
2
T I I I I I             ; 
        2 2 2 21 2 2 1 2 3 3 2 3 4 4 3 4 5 5 41
2
П c c c c                  . 
 
Для отримання закону руху використовуються рівняння Лагранжа. 
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Дана система рівнянь використовується для отримання системи 
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Розкривши визначник, отримуємо рівняння частоти, коренями якого 
є головними частотами системи. Оскільки він симетричний головній 
діагоналі, то k1 = 0, а 2 3 4k k k  . 
Потім будуються форми головних коливань, перед цим 
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Особливий інтерес представляють дослідження вимушених 
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коливань. У цьому випадку обов`язково враховують опір тертя. Рівняння 
вимушених коливань: 
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У першому наближенні враховується тільки збурюючий вплив з 
боку ДВЗ.  
Отримана система рівнянь переписується в операторній формі, 
складається визначник щодо зображень координат φ1, φ2, φ3, φ4, φ5. Потім 
визначається передавальна функція на кожній координаті від кожного 
впливу ДВЗ. Амплітуди вимушених коливань визначаються 
 
 1max 1max двс 1A M W jw     ; 
2max ..............................   
 
Вимушені коливання досліджуються в усьому діапазоні частот 
зовнішнього впливу від wmin ≤ w ≤ wmax з урахуванням розкладання 
моменту ДВЗ на гармоніки. 
 
11.7. Боротьба з крутильними коливаннями 
 
Без боротьби з крутильними коливаннями неможливо забезпечити 
довговічність трансмісії, тому що неминучі резонансні режими. Вони 
призводять до руйнування конструкції. Боротьба з крутильними 
коливаннями ведеться в 3-х напрямках: 
• дослідження цього напрямку можливо в розумних межах, але це 
може привести до зниження запасу міцності; 
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• поглинання енергії коливань в резонансних і білярезонансних 
режимів за рахунок елементів тертя. Вибір виду тертя визначається 
конструкцією вузла, в якому розміщується демпфер; 
• забезпечення сприятливого режиму роботи основної системи за 
рахунок роботи динамічного гасителя коливань (використання режиму 
антирезонансу). Необхідно використовувати самоналагоджувальні 
системи динамічного гасителя.  
У реальних системах зазвичай поєднуються зміна жорсткості і 
поглинання енергії коливань за рахунок тертя. 
При розрахунку будь-якого гасителя коливань необхідно визначити 
головні частоти системи і визначити гармонійні складові зовнішнього 
впливу. Побудувавши форми головних коливань – це дозволяє вибрати 
місце установки гасителя. 
За основу приймається та форма, в якій частота близька до однієї з 
частот зовнішнього впливу. 
 
 
Рисунок 11.16 – Демпфер сухого тертя 
 
Найчастіше використовується демпфер сухого тертя, тому що 
встановлена маса є демпфером. Принцип дії демпфера полягає в 
фрикційному зв'язку між маточиною 1, що коливається, і інерційної 
масою демпфера 2. Тертя відбувається по фрикційним накладкам 3. 
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Стиснення пакета забезпечується стяжним болтом 4 з пружним 
елементом 5, що дозволяє регулювати силу стиснення. При рівномірному 
обертанні вала зчеплення 6, маточини 1 і махової маси 2 обертається як 
одне ціле. У резонансних і білярезонансних режимах виникають 
коливання вала зі значною амплітудою. Маса 2 не встигає за маточиною 
1, відбувається відносне зміщення і виникають сили тертя в елементі 3. 
Ефективність демпфера залежить від сили стискання фрикційного пакета, 
момент тертя якого дорівнює 
 




















де енергіяP  – залежить від затяжки пружини.  
Для визначення необхідного моменту тертя виходимо з припущення, 
що робота проходить в резонансному режимі, отже, частота зовнішнього 
впливу близька до однієї з головних частот. Це дозволяє використовувати 
одне з рівнянь основної системи для вільних коливань. 
 
 
Рисунок 11.17 – Спрощена схема ділянки трансмісії 
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iw k ; 
 21 1 2 1 1 2 2 0I k c A c A    ; 
 21 1 1 2 1 2 0I w A c A A   ; 
1 1 1 2
2
1 2 1 2 1
A A c







Момент тертя визначається з умови повного поглинання енергії 
коливань тертя. Прирівнюємо роботу сил тертя до роботи крутильних 
коливань. 
 








 – дозволяє здійснити перехід від сухого тертя до лінійно-
в'язкої моделі.  
Припустимо, що зсув по фазі відрізняється не значно і можна 









    ,                          (11.46) 
де 
1 2c   – жорсткість вала зчеплення і пружин, які входять в демпфер. 
 
2
1 2  вала зчепл пр распр пр
1 1 1
c с c R z
 
 
.                  (11.47) 
 
Жорсткість пружин підбирається таким чином, щоб якомога більше 
зрушити власні частоти в низькочастотну зону. У першому наближенні 
ефективність пружин можна визначити за парціальними частотами. 
Доцільно використовувати пружини демпферів з не лінійною 
характеристикою, для цього встановлюються концентричні пружини. 
Або встановлюються пружини різних жорсткостей (через одну). З 
184 
початку діють пружини з більшою жорсткістю, потім підключаються 
інші. 
Частина параметрів демпферів приймаються з конструктивних 
міркувань, в тому випадку якщо Мзбур невідомо (не проводився 
гармонійний аналіз ДВЗ), у розрахунку ∆М приймається 
 
  ном двс0,1...0,17M M  .                         (11.48) 
 
Функції демпферів і пружин поєднуються також при використанні 
гумових елементів, які працюють на зсув. Недоліком демпферів з гумою 
є не постійні характеристики гуми. Іноді пружні елементи встановлюють 
не в зчепленні, а в провідних шестернях КПП. Для боротьби з 
коливаннями використовують пружна установку підшипників. У разі 
якщо використовується зчеплення з рідинним тертям (в олії), то і 
демпфер повинен бути рідинного тертя. Оскільки коефіцієнт тертя в 
маслі значно нижче, то і демпфер виконується багатодисковим. 
Складається з відомою та ведучої частин і тертя здійснюється через 
рідину. Знос відсутній і відпадає необхідність у регулюванні. 
Недоліки: демпфери розраховуються на певний режим роботи і не 
можуть пристосовуватися до режимів роботи. Переваги: простота 
конструкції. 
 
11.8. Динамічний гаситель крутильних коливань 
 
До самоналагоджувальних гасителів відносяться різні маятникові 
системи, що працюють в режимі антирезонансу. У основу таких систем 
покладено математичний маятник, що знаходиться в полі дії 
відцентрових сил. Розкладено рух на складові: переносний рух з 
маховиком зі швидкістю w вона буде описуватися кутом γ; відносний рух 
– гойданням маятників навколо точки кріплення А – координата φ. 
Вважаємо, що w = const   








(0) ін 0P P   , при constw  . 
 
 
Рисунок 11.18 – Спрощена схема динамічного гасителя 
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В якості узагальненої координати приймаються відхилення 
маятників φ в відносному русі. Використовується система Даламбера у 
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вигляді рівняння моментів відносно точки А. 
 
  2( )n oM P m w R h     ; 













































  2( )n oM P m l r w       ;                         (11.50) 
2
інM m R      .                                (11.51) 
 
Виконаємо   0AM   
 





   ; 
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 .                                      (11.53) 
 
Власна частота маятника в полі центробіжних сил з урахуванням 
переносного руху визначається не тільки його параметрами, а й 
переносною частотою w. Для того щоб маятник забезпечував рух 
антирезонансу в основній системи, яка знаходяться під впливом 
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  вплsinM wt M  , необхідно щоб частота w = p – умова антирезонансу. 
Оскільки зовнішній вплив – момент ДВЗ розкладається на гармонійні 
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де 
mk  – порядок налаштування маятника. 
Таким чином, динамічний маятник налаштовується на одну певну 
гармоніку (мажорну), яка забезпечує антирезонанс тільки по цій 
гармоніці і сприяє сприятливому режиму роботи тільки тієї маси, на яку 
він закріплений; на інші не впливає, проте маятниковий гаситель різко 
змінює її параметр – головні частоти системи. 
Конструктивно динамічний маятник представляє собою, на певній 
ділянці, махову масу, яка має можливість «гойдатися». Власна частота 
маси змінюється прямопропорційно частоті обертання валу і порядку 
гармоніки збурювального моменту. Маятникові демпфери ефективні 
тільки в межах малих відхилень φ. Найбільш ефективні такі гасителі для 
високочастотних збурень. Складемо рівняння, що описують демпфер 
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Рисунок 11.19 – Розрахункова схема елементів трансмісії з 
маятниковим демпфером 
 
Включення динамічного маятника різко збільшує умовний 
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еквівалентний момент інерції маси, до якої він прикріплений. Тому kм = 
0,8 ... 0,9 або kм = 1.1 ... 1,2, kм ≠ 1. В іншому випадку різко зростає 
амплітуда самого маятника, що неприпустимо (















,                               (11.56) 
де А – точка закріплення маятника. 
Недоліком такого маятника є його громіздкість при його 
налаштуванні на гармоніці високих коливань. 
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У реальних системах для ДВЗ транспортних засобів 















,                              (11.57) 
де 
MI  – момент інерції маятника щодо його центру мас;   – 
конструктивний параметр, що залежить від виду маятника.   
Для ДВЗ найчастіше використовують роликові маятники з 
подвійним підвісом (біфілярні). 
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РОЗДІЛ 12. ПІДРЕСОРЮВАННЯ 
 
12.1. Складання розрахункової моделі 
 
При аналізі плавності ходу виділяють наступні основні елементи 
конструкції, що визначають якість підресорювання автомобіля: 
• підресорена частина, що включає всі агрегати, вузли і деталі, вага 
яких сприймається пружинами; 
• безпружинні частини, які включають усі агрегати, вузли і деталі, 
вага яких не сприймається пружинами; 
• підвіска, що представляє собою пристрій, що забезпечує передачу 
сил і моментів від коліс до підресореної частини і зменшення динамічних 
впливів на підресорену частину при русі по нерівних дорогах; 
• шини – опорні еластичні елементи автомобіля, що забезпечують 
надійний контакт коліс з поверхнею дороги і пом'якшувальні динамічні 
дії з боку нерівностей дороги на безпружинні частини.  
Підресорена частина автомобіля включає раму, двигун, кузов і інші 
елементи. Всі складові елементи підресореною частини взаємно пов'язані 
еластичними прокладками, опорами і іншими пружними деталями. Крім 
того, самі вони не є абсолютно жорсткими. Тому підресорена частина 
фактично являє собою сукупність декількох пружно пов`язаних мас. 
Однак пружні зв`язки між елементами підресореною частини і пружні 
деформації її елементів впливають на плавність ходу автомобіля в значно 
меншій мірі, ніж підвіска і шини. Тому в практиці розрахунків і 
експериментальних досліджень підресорювання автомобіля ці чинники 
зазвичай не враховують і вважають, що підресорена частина являє собою 
однорідне абсолютно тверде фізичне тіло. Основними характеристиками 
його є величина маси, координати центру ваги, а також моменти інерції 
щодо осей, що проходять через центр ваги. Переміщення такого тіла в 
просторі може бути охарактеризоване лінійними переміщеннями його 
центра ваги і кутовими переміщеннями щодо цього ж центру.  
До непідресорених частин автомобіля зазвичай відносять шини, 
колеса, колісні редуктори, осі коліс, мости, частина деталей підвіски, 
рульового приводу і інше. Вага пружин, важелів направляючого 
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пристрою, амортизаторів, тяг рульового приводу і карданного валу 
умовно ділять навпіл між підресореною і непідресореної частинами. При 
аналізі плавності ходу зазвичай нехтують пружними деформаціями і 
зв'язками деталей безпружинних мас, а також порівняно невеликими 
моментами інерції цих мас щодо координатних осей, що проходять через 
їх центри тяжіння. При розрахунках підресорювання автомобілів умовно 
вважають, що безпружинні частини являють собою однорідне абсолютно 
тверде фізичне тіло малих розмірів, тобто зосереджену в одній точці 
масу, центр ваги якої розташовується на осі обертання коліс. Внаслідок 
цього переміщення безпружинних мас будуть відповідати переміщенням 
осі коліс. 
Динамічний вплив від нерівностей дороги до підресореною частини 
передаються через підвіску автомобіля, яка складається з трьох основних 
частин: пружного елемента (пружини), гасителя коливань (амортизатора) 
і направляючого пристрою. 
Пружний елемент в підвісці служить для зменшення динамічного 
впливу, що передається на остов машини від нерівностей дороги через 
шини та безпружинні частини. 
При складанні розрахункової моделі приймаємо такі припущення і 
спрощення: 
1. Автомобіль симетричний щодо поздовжньої вертикальній 
площині, що дозволяє використовувати плоску модель (пружні зв`язку по 
бортах об`єднуються), а маса умовно розділяється на підресорену і 
безпружинну. До непідресореної маси відносяться маси мостів, а до 
підресореною – маси всіх вузлів і агрегатів, які сприймаються підвіскою. 
2. Пружними зв'язками між окремими агрегатами автомобіля 
нехтуємо. Підресорена маса автомобіля розглядається як одне ціле 
абсолютно жорстке тіло. 
3. В якості розрахункової маси остова приймаємо експлуатаційну 
масу автомобіля.  
4. Вагове навантаження по бортах розподілена рівномірно. 
5. Пружні та демпфіруючі елементи розглядаємо у вигляді без 
масової моделі, враховуємо тільки їх піддатливість і коефіцієнти 
демпфірування.  
192 
6. Піддатливість і коефіцієнти демпфірування вважаємо постійними, 
тобто приймаємо лінійні характеристики пружних і демпфіруючих 
елементів (при розгляді базової підвіски). 
7. Вважаємо, що автомобіль рухається прямолінійно, з постійною 
швидкістю, рух відбувається по нормалі до змінювання профілем опорної 
поверхні, тобто профіль змінюється синхронно під колесами бортів. 
8. Вважаємо, що контакт шини з опорною поверхнею точковий, 
шина котиться без відриву від опорної поверхні, тобто точно відтворює 
нерівності опорної поверхні. 
9. Вважаємо, що всі сили діють в поздовжньої вертикальній 
площині. 
10. Горизонтальними складовими сил опору руху нехтуємо як 
величинами другого порядку малості. 
11. Розглядаємо коливання остову в межах малих відхилень; профіль 
опорної поверхні вважаємо гармонійним, діє детерміноване збурення. 
 
12.2. Підвіска та її характеристики 
 
Підвіска забезпечує рухоме пружне з`єднання несучої системи (рами 
або кузова) і мостів (коліс) автомобіля, яке дозволяє знизити динамічні 
навантаження, що передаються від дорожніх нерівностей на несучу 
систему і колеса автомобіля. Підвіска складається з: направляючого 
пристрою, пружних елементів і амортизаторів. Для зменшення 
поперечного або поздовжнього крену автомобіля в підвіску можуть 
встановлюватися стабілізатори поперечної або поздовжньої стійкості. 
Залежно від конструкції направляючого пристрою підвіски ділять на два 
типи. У залежних підвісках, конструкція направляючого пристрою і 
моста, або балки, не дозволяє колесам переміщатися у вертикальній 
площині окремо. Переміщення одного з них обов'язково викликає 
переміщення іншого. У незалежних підвісках можливі вертикальні 
переміщення будь-якого з коліс окремо. Підвіски класифікуються за 
типом направляючого пристрою, конструкції пружного елемента або 
амортизатора. 
Основні вимоги до підвісок. Підвіска повинна забезпечити 
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прийнятну плавність руху транспортного засобу на різних швидкостях, 
по дорогах з різним покриттям і при змінній масі вантажу транспортного 
засобу. Плавність руху визначається величиною середньоквадратичних 
прискорень, що діють на людину, і залежить від величини «статичного 
прогину» підвіски. Статичний прогин визначається, як вертикальне 
переміщення колеса щодо кузова під дією сили ваги, повністю 
навантаженого, але нерухомого транспортного засобу. При використанні, 
як показника плавності руху, власної частоти коливань підресорених мас 
– ώ, можна встановити необхідну величину статичного прогину підвіски 
fст = g/ ώ
2
. Залежно від типу транспортного засобу, частота власних 
коливань змінюється від 1 до 2,5 Гц. Підвіска повинна мати достатню 
енергоємністю, що виключає «пробої» – удари деталей направляючого 
апарату підвіски по елементам конструкції кузова або рами. 
Параметри установки коліс не повинні істотно змінюватися при 
зміні прогину, а кінематика переміщення коліс повинна відповідати 
переміщенню конструктивних елементів приводу рульового управління 
або приводу ведучих коліс. Кутова і поздовжня жорсткості підвіски 
повинні забезпечувати невеликі кути крену і нахилів транспортного 
засобу під дією бічних сил, тягових або гальмівних моментів. 
Призначення, класифікація, основні вимоги і конструкція 
функціональних елементів підвіски. Направляючий пристрій – 
сприймає діючі на колеса транспортного засобу поздовжні і бічні сили, а 
також передає на кузов (раму). Кінематика переміщення коліс щодо 
кузова визначається конструкцією направляючого пристрою. 
Залежні підвіски в основному застосовуються на вантажних 
автомобілях і автобусах, для задніх коліс деяких легкових автомобілів. У 
залежних підвісках колеса закріплені на загальній осі – балці провідного 
або керованого мостів, і переміщення одного з них, при впливі дорожньої 
нерівності, обов'язково призводить до переміщення іншого. Незалежні 
підвіски набули поширення як передні і задні підвіски легкових і деяких 
вантажних автомобілів. Незалежне переміщення коліс дозволяє знизити 
динамічний вплив на раму (кузов) автомобіля, що сприяє збереженню 
стійкості і кращої плавності руху транспортного засобу. 
Напрямні пристрої залежних підвісок в основному забезпечують 
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переміщення коліс в поздовжній площині. Конструкція напрямних 
пристроїв може бути різною. 
Досить часто в підвісках вантажних автомобілів використовують 
поздовжні листові напівеліптичні ресори. Ресори поєднують функції 
напрямних пристроїв, пружних елементів і амортизаторів, забезпечуючи 
гасіння коливань за рахунок «сухого» тертя між її листами. Незважаючи 
на універсальність цього вузла, висока матеріаломісткість (маса) 
конструкції робить небажаним використання для багатьох автомобілів. 
 
Рисунок 12.1 – Незалежна підвіска 
 
Кріплення ресори 7 до рами (кузова) 1, рис. 12.1, здійснюється за 
допомогою металевих пальців і втулок (металевих або гумових) або 
гумових опор. Втулки або опори кріпляться в передньому 12 і задньому 5 
кронштейнах підвіски. 
Один з кінців ресори повинен бути закріплений рухомо, так щоб 
довжина ресори могла змінюватися при деформації. Зміна довжини 
ресори забезпечується її кріпленням за допомогою додаткової 
кінематичної ланки – сережки 6 або за допомогою «ковзної» опори. 
Змінна опора забезпечує фіксацію ресори в бічному напрямку і не 
перешкоджає зміні її довжини. Ресора кріпиться до мосту автомобіля 11 
за допомогою драбин 9 і підкладки 10 та накладки 4. У підвісках 
вантажних автомобілів встановлюють додаткові ресори 3, які не 





Рисунок 12.2 – Залежна підвіска 
 
Задня залежна підвіска з пружними елементами у вигляді пружин 
може мати направляючий пристрій у вигляді поздовжніх і поперечних 
тяг, сприймають горизонтальні сили, що діють в зоні контакту колеса з 
дорогою. На рис. 12.2 показана підвіска, яка має дві верхні поздовжні 
тяги 7, дві нижні поздовжні тяги 8 і одну поперечну тягу 11. Тяги 
з'єднуються з кузовом автомобіля 1 за допомогою гумових шарнірів, 
встановлених в кронштейнах 9, 10, 12 кузова. Такими ж шарнірами тяги 
з'єднуються з кронштейнами 5, 6 балки моста 4. 
 
 
Рисунок 12.3 – Балансирна підвіска 
 
Балансирна підвіска, рис. 12.3, застосовується на тривісних 
автомобілях. Середній і задній провідні мости повинні в цьому випадку 
розташовуватися близько. Поздовжня напівеліптична ресора 5 кріпиться 
за допомогою накладки 4 і драбин 3 до маточини 2 балансира. Ось 
балансира 1 жорстко кріпиться до рами автомобіля. Маточина 2 разом з 
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ресорою 5 може повертатися щодо осі 1. 
Зусилля від мостів 9 передаються на раму за допомогою поздовжніх 
тяг 6,7 і поперечних 8, 10 – опори тяг, закріплені на рамі. 
 
 
Рисунок 12.4 – Напівнезалежна підвіска 
 
Конструкція підвіски, рис. 12.4, займає проміжне положення між 
залежними і незалежними підвісками (її ще називають 
напівнезалежною). 
Використовується в автомобілях з приводом передніх коліс. Балка 3 
виконана заодно з важелями, на яких закріплені осі коліс 2. Балка здатна 
деформуватися, працюючи на кручення. При різному навантаженні на 
колеса це забезпечує різну величину деформацій пружин 4 і відносне 
переміщення коліс. 
Напрямні пристрої незалежних підвісок конструктивно складніші, 
тому можуть забезпечити необхідну кінематику переміщення колеса за 
рахунок компенсації відхилень в подовжній і поперечній площинах. 




Рисунок 12.5 – Підвіска на поперечних важелях 
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Підвіска на поперечних важелях з поворотним пристроєм 
шкворневого типу, рис. 12.5, має верхні 5 і нижні 6 важелі в формі 
трапеції, встановлені на поздовжніх осях 8 і 12. Конструкція важелів 
забезпечує передачу на кузов вертикальних, поздовжніх і поперечних 
сил. Пружний елемент пружина 3 і амортизатор 10 встановлені між 
нижнім важелем і силовим елементом несучої системи. Шкворень 9 
жорстко з`єднується з цапфою 7 і обертається в опорах стійки 12. 
Завзятий підшипник 13 зменшує тертя при повороті. 
 
 
Рисунок 12.6 – Безшкворнева підвіска 
 
Безшкворнева підвіска з поперечними важелями, рис. 12.6, в якості 
направляючого апарату має два верхніх 5 і два нижніх 6 важеля у вигляді 
трапеції, з`єднаних з цапфою 7 за допомогою сферичних шарнірів 9. 




Рисунок 12.7 – Підвіска «Макферсон» 
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Підвіска з телескопічною амортизаторной стійкою (типу 
«Макферсон»), рис. 12.7, має направляючий пристрій, що складається з 
нижніх важелів 2, до яких шарнірно кріпиться нижній важіль поворотної 
цапфи 8. Верхній важіль поворотної цапфи жорстко з`єднується з 
амортизаторною телескопічною стійкою 4. Верхній кінець стійки 
закінчується штоком, шарнірно з`єднаний з силовим елементом кузова. 
Пружина підвіски спирається на силовий елемент кузова або опору, 
жорстко з`єднану зі штоком стійки, через завзятий підшипник. 
Конструкція забезпечує поворот колеса з мінімальним моментом тертя. 
Ось пружини розташована під невеликим кутом до осі стійки, що 
забезпечує розвантаження рухливих елементів стійки від бічних сил і 
дозволяє зменшити тертя поршня об циліндр і штока про направляючу 
втулку. Для передачі поздовжніх зусиль важелі з`єднаються у вигляді 
трапеції. При використанні одного нижнього важеля для передачі 
поздовжніх сил служить поздовжня тяга або штанга стабілізатора. 
Підвіска забезпечує зручний привід передніх керованих коліс, проста 
конструктивно. 
Підвіска на косих важелях (рис. 12.8) стала рідкістю – її витіснила 
багатоважільна конструкція, проте до середини 90-х саме вона 




Рисунок 12.8 – Підвіска на косих важелях 
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На вигляд конструкція дуже проста: з кожного боку всього по 
одному косому важеля, вісь обертання якого нахилена як в 
поздовжньому, так і в поперечному напрямку. Вибираючи кути цих 
нахилів, а також довжини важелів, можна отримувати різні кінематичні 
властивості підвіски – за цю гнучкість налаштувань її і полюбили 
розробники. До речі, в цьому вона схожа на двохважільну підвіску, хоча 
можливості останньої все-таки ширше. Зокрема, підвіска на косих 
важелях не забезпечує відносно сталості колії – чим більша зміна 
розвалу, для проходження поворотів, тим сильніше розширюється колія в 
ході стиснення. Але все ж її відхилення виявляється менше, ніж в підвісці 
McPherson, крім того, крениться автомобіль на косих важелях менше – 
центр крену можна розташувати високо, а його положення в меншій мірі 
залежить від завантаження машини. 
Крім цього підвіска має дуже корисні для задньої осі властивостями. 
По-перше, вона перешкоджає крену автомобіля на гальмуванні, 
притискаючи в цей момент кузов до землі. По-друге, з її допомогою 
можна впливати на характер керованості, змінюючи недостатню 
обертальність на надлишкову і навпаки. Для цього інженери підбирають 
кут поперечного нахилу важеля, від якого залежить сходження коліс в 
ході стиснення – позитивне сходження викликає недостатню 
обертальність, а негативне – надлишкову. Звичайно, це теж паліативне 
рішення, адже змінне сходження на прямій хвилястій дорозі означає 
лише нераціональне використання зчіпних властивостей шин. Проте в 
розумних межах цей механізм виправдовує себе найкращим балансом 
автомобіля в повороті. Радикальний же спосіб – кероване електронікою 
сходження задніх коліс (як в BMW 7-ї серії) – обходиться занадто дорого. 
На відміну від інших багатоважільна підвіска – поняття досить 
розпливчасте. Навіть в самій назві «багатоважільна» (рис. 12.9) відсутня 
будь-яка чітка вказівка на конструкцію. Однак ідея тут завжди одна – 
подальший розвиток двохважеліної підвіски з метою надання їй 
підрулюючого ефекту. Відповідно, «багатоважільна» можна уявити як 
двохважеля, в яку додані поздовжні або (рідше) косі важелі, «стягуючі» 
колесо в сторону, в ході стиснення для зміни сходження. Щоб все це 
правильно рухалося, інженерам важливо розрахувати піддатливість 
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важелів і жорсткість шарнірів, а для мінімізації розмірів конструкції – 
змонтувати підвіску на підрамнику.  
Застосовується підвіска на задній осі передньо- і задньопривідних 
автомобілів. При цьому в першому випадку вона налаштовується на 




Рисунок 12.9 – Багатоважільна підвіска 
 
Якщо не говорити про очевидну складність і коштовність, то 
залишається два мінуси: найгірша фільтрація нерівностей через 
внутрішнє тертя і підвищені безпружинні маси. Втім, з останнім активно 
борються, застосовуючи легкі сплави і оптимізуючи конструкцію – 
зазвичай в підвісці є тільки один масивний важіль, що сприймає 
більшість навантажень, а інші лише грають роль напрямних, тому 
робляться тонкими і легкими. 
Таким чином, підводячи підсумок слід відзначити, що всі 
конструкції мають свої особливості, що визначають їх унікальні плюси і 
мінуси. Тому можна говорити лише про універсальність, балансі 
характеристик, і в цьому випадку однозначними лідерами виявляються 
дво- і підвіски багатоважільні. Трохи їм поступаються в конструкції на 
косих важелях і McPherson – їх кінематика менш досконала (особливо у 
McPherson), але вони прості і не вимогливі до місця. Далі можна 
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розташувати напівзалежну підвіску, яка при всій своїй простоті і 
дешевизні все ж забезпечує прийнятну кінематику. А замикає список 
залежна підвіска. 
 
12.3. Вільні коливання двовісного транспортного засобу 
 
Під час розгляду вільних коливань приймаються допущення, які 
спрощують модель. Метою досліджень є визначення головних частот, що 
дозволяє виключити вплив початкових умов: 
• автомобіль симетричний щодо поздовжньої і вертикальної площин 
(розподіл мас і пружних зв`язків), що дозволяє використовувати плоску 
модель; 
• пружними зв`язками між окремими вузлами і агрегатами нехтують; 
• пружними зв`язками між сидінням і остовом нехтують; 
• остов автомобіля з усіма вузлами і агрегатами вважають абсолютно 
жорсткими і не деформуються; 
• система підресорювання володіє лінійною характеристикою; 
• демпфірування системи має лінійну характеристику; 
• всі сили діють тільки у вертикальній площині в напрямку 
переміщення; 










.                                      (12.1) 
 
На рис. 12.10 наведено схеми транспортного засобу, який 
знаходиться під дією вільних коливань. 
Отримана розрахункова модель (див. рис. 12.10 а) Описується 
чотирма узагальненими координатами: 2 – для кістяка і по одній для 
мостів. 
Так як відомо, що власні частоти безпружинних мас мостів kм1 і kм2 
більше kо на порядок вище власних частот остова і 1 2 0 та m m M , то 
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безпружинні маси мостів не роблять значного впливу на власні частоти 
остова. Тому в першому наближенні для визначення частот власних 









Рисунок 12.10 – Схеми досліджуваної моделі: 















1 p12 2c c ; 
1 ш12 2c c . 
 
Таким чином, отримуємо модель (див. рис. 12.10 б). Рух системи 
описується двома узагальненими і двома надлишковими. 
І варіант: 
Узагальнені координати: Z0, φ. 
Надлишкові: Z1, Z2 – переміщення остова в зоні мостів 
ІІ варіант:  
Узагальнені координати: Z1, Z2. 
Надлишкові: Z0, φ. 
Вибір узагальнених координат визначається поставленим завданням: 
якщо досліджується місце оператора, то Z0, φ – узагальнені координати; 
якщо досліджуються працездатність підвіски, то Z1, Z2 – узагальнені 
координати. 
Примітка. Z0, φ – узагальнені координати, якщо немає додаткової 
інформації. 
 
 1 0 1 0 1sinZ Z l Z l       ; 
2 0 2Z Z l    ; 
0i iZ Z l    ,                                     (12.2) 
де 
il  береться зі своїм знаком відносно центру мас.      
Відомо, що тертя надає не значний вплив на частоти вільних 
коливань, тому з метою спрощення завдання в першому наближенні 
опором тертя нехтують при визначенні головних частот. 
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Ф = 0 – оскільки тертям знехтуємо. 
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   0 0 1 2 0 1 1 2 22 2 2 2 0M Z c c Z c l c l      .               (12.3) 
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   2 21 1 2 2 1 1 2 2 02 2 2 2 0I c l c l c l c l Z      .              (12.4) 
 
Наведемо рівняння (12.3 – 12.4) до канонічної формі 
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Парціальна частота поздовжньо-кутових коливань 
 







Парціальна частота в напрямку узагальненої координати q 
представляє собою частоти вільних коливань в напрямку даної 
узагальненої координати за умови, що рух у всіх інших напрямки 
виключені. За своїм змістом поняття парціальної частоти близьке до 
поняття частотної похідною.  
Наведемо парціальні коефіцієнти зв'язку координат: 2
zw ; 















  ; 
 
Приймаємо закон руху у вигляді 
 
   0 sinzZ t A kt    ; 
   20 sinzZ t k A kt     ; 
   sint A kt    ; 
   2 sint k A kt     . 
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   2 2 2 2 0z zw k w k h h       ; 
   4 2 2 2 2 2 2 0z zk k w w w w       ,                   (12.6) 
де 0   – для симетричної системи.   
Таким чином, для симетричної системи парціальні частоти 
збігаються з головними частотами. 
Для симетричної системи підресорювання всі парціальні 
коефіцієнти зв`язку дорівнюють нулю і система вільних коливань 




0 0 0z zZ w Z h   
 ;                                (12.7) 
2
0 0w h Z     .                                (12.8) 
 
Оптимальним є випадок, коли головні частоти збігаються, в цьому 
випадку зменшується кількість резонансних зон. 
 










  ,                                       (12.10) 
де   – коефіцієнт розподілу підресорених мас.  
Для ідеальної симетричною системи 1  . Системи підресорювання 
допускається розглядати, як симетричну, якщо 0,8 1,2   . 
 
1 2zw w w w   . 
 
Для такої системи парціальні частоти передньої і задньої частин 





























Для визначення парціальних частот мостів умовно зафіксуємо остов, 
виключивши можливість його переміщення і розглянемо коливання 
переднього і заднього моста. 
Рівняння руху по координаті Zкі – переміщення і-того моста. 
 
   ш p ш2 2 2 2 0i ki Ai i ki i i kimZ K K Z c c Z      ; 









    ; 
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Розглянемо особливості вільних коливань остова з урахуванням 
коливання тертя 
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Парціальні коефіцієнти зв’язку 
по демпфіруванню 
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У реальних системах підресорювання автомобіля величини 
парціальних коефіцієнтів зв`язку значно менше відповідних парціальних 
коефіцієнтів. Це характерно для квазісиметричних систем 
підресорювання, що дозволяє для такої системи знехтувати впливом 
парціальних коефіцієнтів зв`язку. Система рівнянь вільних коливань 




0 0 02 2 0z zZ h Z w Z  
  ;                        (12.12) 
22 2 0h w       .                           (12.13) 
 
Надалі розглядаються вертикальні і поздовжньо-кутові коливання 
незалежно. Тобто розрахункова модель розпадається на дві підсистеми, 
які можна розглядати, як одномасові.  
За аналогією з раніше розглянутими коливаннями одномасової 
системи можна записати закон руху у вигляді 
 
   2 20 sinntzZ t A e w n t     .               (12.14) 
 
Коефіцієнт аперіодичності (коефіцієнт відносного затухання) 
знаходиться з рівняння 
 





  . 
 
12.4. Вимушені коливання двовісного транспортного засобу 
 
Основою для створення математичної моделі підвіски є наведення 
диференційних рівнянь, які описують процеси в підвісці за допомогою 
складання коливальної схеми, зображеної на рис. 12.11.  
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Рисунок 12.11 – Коливальна схема автомобіля 
 
Для складання математичної моделі коливань досліджуваної 
системи скористаємося основним способом, який базується на рівнянні 
Лагранжа 2-го роду. Рівняння складаються для кожної маси, що входять в 
розрахункову систему.  
Запишемо рівняння енергії: 
 
 2 2 2 2 20 0 0 1 1 2 2
1
2
Т М z М m y m y             ;           (12.16) 
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 2 2 2 2р1 1 р2 2 ш1 1 ш2 2
1
П 2 2 2 2
2
С С С С                ;      (12.17) 
 2 2 2 21 1 2 2 ш1 1 ш2 2
1
Ф 2 2 2 2
2
а аК К К К               
    ,      (12.18) 






момент інерції; φ – кут нахилу остову; 
1m  та 2m  – маса переднього та 
заднього мостів; 
1y  та 2y  – переміщення переднього та заднього мостів; 
р1С  та р2С  – жорсткість передньої та задньої підвіски; 1  та 2  – 
деформація передньої та задньої підвіски; ш1С  та ш2С  – жорсткість шин 
переднього та заднього мостів; 
1  та 2  – деформація шин переднього та 
заднього мостів; 
1аК  та 2аК  – коефіцієнт демпфірування амортизаторів; 
ш1К  та ш2К  – коефіцієнт демпфірування шин. 
 
З урахуванням зв`язку узагальнених і надлишкових координат 
рівняння енергії матимуть вигляд 
 
2 2
2 2 21 2 2 1 1 2
0 0 1 1 2 2
1
2
z l z l z z
Т М М m y m y
L L

       
             
     
   
  ; 
       
2 2 2 2
р1 1 1 р2 2 2 ш1 1 1 ш2 2 2
1
П 2 2 2 ( ) 2 ( )
2
С z y С z y С y q t С y q t                
 
; 
   
2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 ш1 1 1 ш2 1 1
1
Ф 2 2 2 ( ( )) 2 ( ( ))
2
а аК z y К z y К y q t К y q t                  
       . 
де 
1z  та 2z  – переміщення остова в зоні переднього та заднього 
мостів; 
1l  та 2l  – відстані від центру мас до переднього та заднього 
мостів; 1( )q t  та 2 ( )q t  – висоти нерівностей дорожнього мікропрофіля.  
 
Взявши відповідні похідні по координатах z1, z2, y1, y2 можна 
отримати рівняння руху у вигляді: 
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2 2 20 0
2 1 2 1 2 1 1 р1 1 1 1 р1 12 2
2 2 20 0
1 2 2 1 1 2 2 р2 2 2 2 р2 22 2
1 1 1 ш1 1 р1 ш1
( ) ( ) 2 2 2 2 0;
( ) ( ) 2 2 2 2 0;





l z l l z К z С z К y С y
L L
M M
l z l l z К z С z К y С y
L L
m y К К y С С
 
 
                    
                    




1 1 1 р1 1 ш1 1 ш1 1
2 2 2 ш2 2 р2 ш2 2 2 2 р2 2 ш2 2 ш2 2
2 2 2 ( ) 2 ( );
(2 2 ) (2 2 ) 2 2 2 ( ) 2 ( ).
а
а а
y К z С z К q t С q t







           





Отримана система є громіздкою при обробці. Так як більшість 
систем підресорювання прагнуть зробити квазісиметричними, 
розглянемо варіант симетричної системи. 
 
2
1 2 ;l l     
20 0
2 1 2 1 2 12 2
( ) ( ) 0;
M M
l l l l l l
L L
          
2 2 20 0 0 0
2 2 2 1 2 2 1 2 12 2 2 2
2 1
( ) ( ) ( )
( )
M M M M
l l l l l l l l M
L L l l L
            

; 
2 2 20 0 0 0
1 1 2 1 1 1 2 1 22 2 2 2
2 1
( ) ( ) ( )
( )
M M M M
l l l l l l l l M
L L l l L




Зробимо відповідні перетворення і розділимо рівняння: 
- по координаті z1 на М1; 
- по координаті z2 на М2; 
- по координаті y1 на m1; 




1 1 1 1 1
1 1 1 1
p2 p22 2
2 2 2 1 2
2 2 2 2
p1 ш1 p11 ш1 1 ш1 ш1
1 1 1 1 1 1 1





2 2 22 2 2 2 2





z z z y y
M M M M
С СК К
z z z y y
M M M M
С С СК К К К С
y y y z z q t q t
m m m m m m
 
  
        
  
      
        




 p2 ш2 p22 ш2 2 ш2 ш2
2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2
2 2 22 2 2 2 2
( ) ( ).
a a
С С СК К К К С
y y y z z q t q t
m m m m m m

        














Введемо умовні позначення для парціальних частот, парціальних 
коефіцієнтів демпфірування і парціальних коефіцієнтів зв`язку. Значення 
парціальних частот і коефіцієнтів зв`язку наведені в табл. 12.20.  




1 1 1 1 1 1 1 1 1
2
2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 ш1 1 ш1 1
2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 ш2 2 ш2 2
2 2 0;
2 2 0;
2 2 2 ( ) ( );
2 2 2 ( ) (
z z z z
z z z z
y y y y
y y y y
z h z z n y y
z h z z n y y
y h y y n z z n q t q t





        
        
           














У разі симетричною системи підресорювання чотири рівняння 
утворюють дві підсистеми кожна з яких описує рух передньої або задньої 
частини автомобіля. 
Це дозволяє розглядати окремо коливання передньої або задньої 
частини автомобіля. При цьому немає необхідності виражати q1(t) і q2(t) 
через рух центру мас системи, що досліджується. 
Система рівнянь, що описує рух передньої частини трактора: 
 
2
1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 ш1 1 ш1 1
2 2 0;
2 2 2 ( ) ( ).
z z z z
y y y y
z h z z n y y
y h y y n z z n q t q t
 
  
         













Вертикальні коливання остову Вертикальні коливання мостів 


















































































Парціальний коефіцієнт зв`язку: 












































































Парціальний коефіцієнт зовнішнього впливу: 



































Система рівнянь, що описує рух задньої частини трактора: 
 
2
2 2 2 2 2
2 2
2 2 2 2 2 2 2 ш2 2 ш2 2
0;




y h y y z n q t q t
 
  
     

         

  
      (12.21) 
 
Запишемо рівняння в операторної формі: 
а) для передньої частини: 
 
2
1 1( )z S z S ;    1 1( )z Sz S ;    1 1( )z z S ; 
2
1 1( )y S y S ;   1 1( )y Sy S ;   1 1( )y y S ; 
1 1( ) ( )q t Sq S ;   1 1( ) ( )q t q S . 
 




z1 1 1 1 1 1
2 2 2
1 1 1 1 1 1 ш1 ш1 1
( 2 ) ( ) (2 ) ( ) 0;
(2 ) ( ) ( 2 ) ( ) (2 ) ( ).
z z z
y y y y
S h S z S n S y S
n S z S S h S y S n S q S
 
  
         

            
 
 
На основі отриманої системи рівнянь складається визначник, який 
використовується для отримання виразу передавальної функції, а потім 
комплексної передавальної функції за досліджуваною координатою. 
Передавальна функція по координаті z1: 
 
2
1 1 1 ш1 ш1
1 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1
( ) (2 ) (2 )
( ) .
( ) ( 2 ) ( 2 ) (2 ) (2 )
z z
z
z z y y z z y y
z S n S n S
W S
q s S h S S h S n S n S
 
   
    
 
            
 
 
Передавальна функція по координаті y1: 
 
2 2 2
1 1 1 ш1 ш1
1 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1
( ) ( 2 ) (2 )
( ) .
( ) ( 2 ) ( 2 ) (2 ) (2 )
z z
y
z z y y z z y y
y S S h S n S
W S
q S S h S S h S n S n S
 
   
     
 
            
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Проводимо заміну S на (j), тоді передавальної функції матиме 
вигляд: 
- по координаті z1: 
 
2
1 1 1 ш1 ш1
1 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1
( ) (2 ( ) ) (2 ( ) )
( ) .
( ) (( ) 2 ( ) ) (( ) 2 ( ) ) (2 ( ) ) (2 ( ) )
z z
z
z z y y z z y y
z i n i n i
W i
q i i h i i h i n i n i
    

          
    
 
            
 
 
- по координаті y1: 
 
2 2 2
1 1 1 ш1 ш1
1 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1
( ) (( ) 2 ( ) ) (2 ( ) )
( ) .
( ) (( ) 2 ( ) ) (( ) 2 ( ) ) (2 ( ) ) (2 ( ) )
z z
y
z z y y z z y y
y j i h i n i
W i
q i i h i i h i n i n i
     

          
     
 
            
 
 
Модуль комплексної передавальної функції по координаті z1: 
 
2 2
1 1 1( ) Re ( ) Im ( ) .z z zW i     
 
Модуль комплексної передавальної функції по координаті y1: 
 
2 2
1 1 1( ) Re ( ) Im ( ) .y y yW i     
 
Максимальне переміщення передньої частини остова: 
 
1max 1( ) .o zz q W i   
 
Максимальне прискорення передньої частини остова: 
 
2
1max 1( ) .o zz q W i     
 
Максимальне переміщення переднього моста: 
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1max 1( ) .o yy q W i   
 
б) для задньої частини: 
 
2
2 2 ( )z S z S ;    2 2 ( )z Sz S ;    2 2 ( )z z S ; 
2
2 2 ( )y S y S ;   2 2 ( )y Sy S ;   2 2 ( )y y S ; 
2 2( ) ( )q t Sq S ;   2 2( ) ( )q t q S . 
 




z2 2 2 2 2 2
2 2 2
2 2 2 2 2 2 ш2 ш2 2
( 2 ) ( ) (2 ) ( ) 0;
(2 ) ( ) ( 2 ) ( ) (2 ) ( ).
z z z
y y y y
S h S z S n S y S
n S z S S h S y S n S q S
 
  
         

            
 
 
На основі отриманої системи рівнянь складається визначник, який 
використовується для отримання виразу передавальної функції, а потім 
комплексної передавальної функції за досліджуваною координатою. 
Передавальна функція по координаті z2: 
 
2
2 2 2 ш2 ш2
2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2
( ) (2 ) (2 )
( ) .
( ) ( 2 ) ( 2 ) (2 ) (2 )
z z
z
z z y y z z y y
z S n S n S
W S
q s S h S S h S n S n S
 
   
    
 
            
 
 
Передавальна функція по координаті y2: 
 
2 2 2
2 2 2 ш2 ш2
2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2
( ) ( 2 ) (2 )
( ) .
( ) ( 2 ) ( 2 ) (2 ) (2 )
z z
y
z z y y z z y y
y S S h S n S
W S
q S S h S S h S n S n S
 
   
     
 
            
 
 
Проводимо заміну S на (j), тоді передавальної функції матиме 
вигляд: 
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- по координаті z2: 
 
2
2 2 2 ш2 ш2
2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2
( ) (2 ( ) ) (2 ( ) )
( ) .
( ) (( ) 2 ( ) ) (( ) 2 ( ) ) (2 ( ) ) (2 ( ) )
z z
z
z z y y z z y y
z i n i n i
W i
q i i h i i h i n i n i
    

          
    
 
            
 
 
- по координаті y2: 
 
2 2 2
2 2 2 ш2 ш2
2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2
( ) (( ) 2 ( ) ) (2 ( ) )
( ) .
( ) (( ) 2 ( ) ) (( ) 2 ( ) ) (2 ( ) ) (2 ( ) )
z z
y
z z y y z z y y
y j i h i n i
W i
q i i h i i h i n i n i
     

          
     
 
            
 
 
Модуль комплексної передавальної функції по координаті z2: 
 
2 2
2 2 2( ) Re ( ) Im ( ) .z z zW i     
 
Модуль комплексної передавальної функції по координаті y2: 
 
2 2
2 2 2( ) Re ( ) Im ( ) .y y yW i     
 
Максимальне переміщення передньої частини остова: 
 
2max 2 ( ) .o zz q W i   
 
Максимальне прискорення передньої частини остова: 
 
2
2max 2 ( ) .o zz q W i     
 
Максимальне переміщення переднього моста: 
 
2max 2 ( ) .o yy q W i   
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РОЗДІЛ 13. ПРИКЛАДИ ВИРІШЕННЯ ЗАДАЧ 
 
Задача 1. (РОЗДІЛ 2) 
Використовуючи прямий і основний спосіб, скласти диференціальне 
рівняння руху математичного маятника довжиною l і масою m в режимі 
вільних коливань без урахування тертя. 
 
 
Рисунок 13.1 – Графічне зображення до задачі 1 
 
Вирішення 
В якості узагальненої координати приймаємо кутовий зсув маятника 
від його рівноважного стану – φ. В якості надлишкової координати 
використовується величина підйому маятника вгору щодо його 
рівноважного стану – y.  
• Прямий спосіб – складемо рівняння моментів сил відносно 
нерухомої точки системи – точки підвісу маятника: 
 
відн дис інерц 0M M M   ; 
 відн sinM m g l m g l           ; 
дис 0M  ; 
2
інерцM I m l         . 
 
Рівняння руху має вигляд 
 
2 0m g l m l        . 
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• Основний спосіб – для використання рівнянь Лагранжа запишемо 
вирази складових енергії системи: 
 




T I m l
  
     ; 
П m g h m g y      , 
де у – висота підйому маятника є надмірною координатою і 


















   . 
 
Рівняння Лагранжа має вигляд: 
 
зовн
П Фd T T
Q
dt q q q q
    
    
     
; 





























m g l 


   

. 
Рівняння руху має вигляд 
 
2 0m g l m l        . 
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Задача 2. (РОЗДІЛ 2) 
Скласти диференціальне рівняння вільних коливань двохопорної 
балки довжиною l з зосередженої масою m, якщо відомий момент інерції 
перерізу балки Iрозр і матеріал балки. 
 
 
Рисунок 13.2 – Графічне зображення до задачі 2 
 
Вирішення 
В якості узагальненої координати приймаємо вертикальне 
переміщення y зосередженої маси. Використовуємо зворотний спосіб 
складання диференціального рівняння коливань. 
Диференціальне рівняння вигину осі балки має вигляд: 
 
інер дис зовнy Q Q Q        ; 
інерQ m y  ; 
дис 0Q  ;                        зовн 0Q  . 
 
Для визначення коефіцієнтів впливу будуємо допоміжні епюри 
згинального моменту від дії одиничної сили Р, скористаємося відомим з 
















































Задача 3. (РОЗДІЛ 2) 
 
Скласти диференціальне 
рівняння вільних коливань 
консольної балки довжиною l з 
підпружиненим вантажем m, якщо 
відомі матеріал і розміри перетину 
(40х10 мм) балки. 
 
Вирішення 
В якості узагальненої координати 
приймаємо вертикальне пере-
міщення х зосередженої маси, 
горизонтальним зміщенням y 
нехтуємо, тому що в межах малих 
коливань величина його незначна. 
Використовуємо прямий спосіб 
складання диференціального 
рівняння коливань. Нехтуючи 
масою балки і враховуючи тільки її 
пружні властивості сб, можна 
розглядати послідовне з'єднання 
двох пружних елементів – балки і  
Рисунок 13.3 – Графічне 
зображення до задачі 3 
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Відкидаємо пружні зв'язки, їх дію замінюємо силою Qвідн, яку 
прикладаємо до маси m. Внаслідок нерівномірного руху вантажу на нього 
діє сила інерції Qінер. Складемо рівняння сил, використовуючи принцип 
Даламбера: 
 
відн дис інер зовн 0Q Q Q Q    ; 
віднQ c x   ; 
інерQ m x   ; 
дис 0Q  ;                             зовн 0Q  . 
 
Рівняння руху має вигляд: 
 
0m x c x    . 
 
Задача 4. (РОЗДІЛ 2) 
Скласти диференціальне рівняння вільних коливань жорсткої 
підпружиненної балки масою m і довжиною l, якщо відомі матеріал і 
розміри перерізу балки. 
 
Вирішення 
В якості узагальненої координати приймаємо кутове переміщення φ 
балки щодо її точки опори. При складанні рівняння руху 
використовуються надлишкові координати х1 і х2 – деформація пружних 
елементів. 




Рисунок 13.4 – Графічне зображення до задачі 4 
 
 1 1 1sinx a a       ; 
 2 2 2sinx a a     . 
 
Використовуємо основний спосіб складання диференціального 
рівняння руху. Запишемо вирази складових енергії системи: 
Кінетична енергія масивної балки при повороті її на кут φ: 
 
 
   
2
22 2
балки 1 2 1 2
2 6
m




      . 
 
Потенційна енергія двох пружних елементів: 
 
   2 2 2 2 21 1 2 2 1 1 2 2
П
2 2
c x c x c a c a  
  . 
 
Рівняння руху, на основі рівняння Лагранжа: 
   2 2 2 21 2 1 2 1 1 2 2 0
3
m
l l l l c a c a       . 
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Задача 5. (РОЗДІЛ 2) 
Скласти диференціальне рівняння вільних коливань шарнірно 
закріпленої жорсткої підпружиненної балки масою М і довжиною l з 
вантажем m на кінці, якщо відомі матеріал і розміри перерізу балки. Рух 





Рисунок 13.5 – Графічне зображення до задачі 5 
 
Вирішення 
В якості узагальненої координати приймаємо поєднане з кінцем 
балки вертикальне переміщення Х вантажу. Горизонтальним зміщенням 
Y при розгляді системи в межах малих відхилень нехтуємо. 
При складанні рівняння руху використовуються надлишкові 
координати х1 і х2 – переміщення балки в точках закріплення пружного 
елемента і елемента тертя відповідно. Так як балка закріплена шарнірно, 
то поворот її відносно точки кріплення описується надлишкової 
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координатою φ. 






    ; 
 1 1 1 1sin
x
x l l l
L
      ; 
 2 2 2 2sin
x
x l l l
L
      . 
 
Використовуємо основний спосіб складання диференціального 
рівняння руху. Запишемо вирази складових енергії системи. 
Кінетична енергія враховує рух двох складових конструкції систем – 
масивної балки і вантажу. 
Для масивної балки при повороті її на кут φ: 
 





T I M L
  
   . 
 











Кінетична енергія системи: 
 






T T T M L m
 
     . 
 
Виключивши надлишкові координати, для прийнятої системи 












Потенційна енергія враховує пружні властивості пружини; 
піддатливість балки не враховується, так як завдяки шарнірному зв'язку 










   
   
. 
 
Дисипативна функція враховує опір тертя в демпфері; відповідно до 










  . 
 














Скористуємося рівнянням Лагранжу. Взявши відповідні похідні, 







m x b x c x
L L
    
         








Задача 6. (РОЗДІЛ 3) 
Визначити критичну швидкість руху залізничного вагона, при якій 
відбувається галопування, викликане ударами об стики рейкового шляху, 
якщо відома величина статичної деформації підвіски вагона ∆fст. 
Початкові дані: 
• відстань між стиками а = 12 м; 
• опорна база вагона L << а; 
• статичний прогин ∆fст = 5 см. 
 
 
Рисунок 13.6 – Графічне зображення до задачі 6 
 
Вирішення 
Коливання вагона обумовлені резонансним режимом, тобто збігом 
власної частоти і частоти зовнішнього впливу, яким є удари об стики 
шляху. 











  .    
У першому наближенні нехтуємо впливом опорної бази L вагона на 




















.      
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 м/с = 96 км/год. 
 
Задача 7. (РОЗДІЛ 3) 
Скласти рівняння руху системи при відсутності тертя, вважаючи її 
параметри заданими. 
 




1 2 0,2c c   кН/м; 
• маса 10m   кг; 
• висота в 0,2  м; 
• довжина 1l   м. 
Вирішення 
Розглянемо рух системи в межах малих відхилень. 
В якості узагальненої координати приймаємо горизонтальне 
зміщення х вантажу від його рівноважного стану. 
Як надлишкової координати приймаємо кутове положення осі 
пружного елемента відносно горизонтальної осі симетрії – α і 
деформацію пружини – χ. 
В процесі коливань змінюється кутове положення пружного 
елемента: 
 
















 cosx   . 
 
Зусилля однієї пружини: 
 
пружN c    . 
 
Розглянемо діючі в хитається системі сили 
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інерQ m x   ; 
































Диференціальне рівняння руху відповідно до принципу Даламбера 
запишемо у вигляді: 
 
















Отримане рівняння є нелінійним і тільки в межах малих відхилень 














2 0m x p x   . 
Тоді 
6,2p   рад/сек. 
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Задача 8. (РОЗДІЛ 3) 
Визначити частоту вільних коливань масивного маятника з 




• маса циліндра m; 
• радіус циліндра r; 
• радіус кривизни направляючої R; 
• довжина підвісу маятника L. 
 
Вирішення 
Розглянемо рух системи в 
межах малих відхилень. В якості 
узагальненої координати 
приймаємо кутове відхилення φ 
маятника від його рівноважного 
стану. 
Як надлишкових координат 
приймаємо: 
- кут α повороту циліндра навколо 
своєї осі при коченні його без 
ковзання по направляючої; 
- вертикальне зміщення y маятника 
щодо стану рівноваги деформацію 
пружини; 
- лінійна величина переміщення 
центру мас циліндра χ. 
Знайдемо зв'язок узагальненої 
і надлишкових координат: 
L   – для маятника L;  
r   – для циліндра m,  
Рисунок 13.8 – Графічне 























Для складання рівняння руху розглянемо систему в довільний 








   . 
 
Вираз кінетичної енергії враховує кутовий рух маятника навколо 







    
 ; 
2























2 21,5T m L    . 
 
Для складання рівняння руху скористаємося рівняннями Лагранжа, 
складеними за узагальненою координатою φ: 
21,5 0m L m g L        , 
235 
в канонічній формі φ'' + р2φ = 0. 








Задача 9. (РОЗДІЛ 4) 
У межах малих відхилень досліджувати вільні коливання пружного 
маятника з урахуванням опору лінійно-в`язкого тертя. 
Параметри системи: m, c, b, l, L, a. 
 
Вирішення 
В якості узагальненої координати 
приймаємо φ – абсолютне кутове 
відхилення маятника від 
рівноважного стану. Як надлишкових 
координат використовуємо: 
• y – вертикальне переміщення 
маятника; 
• χпруж – відносне переміщення кінця 
пружини (подовження); 
• χдемп – відносне переміщення кінця 
демпфера; 








    . 
Використовуючи відомі тригоно-
метричні залежності, можна визна-
чити величину переміщення точки 
кріплення пружного елемента і 
демпфера. 
Рисунок 13.9 – Графічне 
зображення до задачі 9 
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 sinl l     . 
 
У межах малих відхилень деформацію пружного елемента вважаємо 
близькою до величини переміщення, тобто χ. 
Для складання рівняння руху скористаємося основним способом. 
Рівняння Лагранжа має вигляд 
 
зовн
П Фd T T
Q
dt q q q q
    
    
     
; 






    
  ; 
 
2 2 2 2 2
2П
2 2 2 2
c m g L c l
m g y m g L c l
        
           ; 




b b l  



























m g L c l 


     

; 







Рівняння руху системи в режимі вільних коливань має вигляд: 
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 2 2 2 0m L b l m g L c l              . 
 
У канонічної формі запису: 
 















m g L c l
p
m L
   


 – власна частота системи. 
 
Задача 10. (РОЗДІЛ 4) 
Дослідити вільні коливання системи і визначити час, після 
закінчення якого граничне відхилення вантажу від початкового стану не 
перевищить 5 мм. 
 
Рисунок 13.10 – Графічне зображення до задачі 10 
 
Параметри системи:  
m = 14 кг, b = 28 Нс/м, c1 = 200 Н/м, c2 = 100 Н/м, c3 = 50 Н/м. 
Початкові умови: х0 = 0,3 м, х'0 = 0,04 м / с. 
Кінцеве значення xt = 5 мм. 
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Вирішення 
В якості узагальненої координати приймаємо: х – абсолютне 
відхилення вантажу від його рівноважного стану. 
Послідовно з'єднані пружини с1 і с3 замінюємо однієї еквівалентної 









 Н/м.  
Відповідно до принципу Даламбера складемо рівняння: 
 
інер пр дис 0Q Q Q   ; 
інерQ m x   ; 
дисQ b x   ; 
 пр екв 2 екв 2Q с x c x с c x        . 
 
Рівняння руху має вигляд 
 













   рад/сек; 





     рад/сек. 
 
Маємо випадок малого опору, так як n < p. 
Частота вільних коливань 2 2 2 3k p n k     рад/сек. 
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Закон руху шукаємо у вигляді 
 
   sinntз зx t A e kt 






















Закон руху має вигляд 
 
   0,323 sin 3 1,19tx t e t  . 
 
Час, після закінчення якого коливання не будуть виходити за задані 
межі, визначаємо за рівнянням обвідної: 
 
  0,005kx t   м; 










Задача 11. (РОЗДІЛ 4) 
Визначити відсутні параметри механічної системи, якщо відома 
запис коливального процесу. Початкові дані зведені до табл. 13.1 
 
 
Рисунок 13.11 – Графічне зображення до задачі 11 
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Таблиця 13.1 – Початкові дані 
№ точки ix , мм it , с 
0 100 0 
1 -52,66 0,321 
2 27,73 0,641 
3 -14,6 0,962 
4 7,69 1,2826 
 
Вирішення 
За характером процесу видно, що загасання відбувається за законом 







   виконується.  
Отже, рух системи являє собою вільні коливання при наявності 
опору лінійно-в`язкого тертя. 
Невідомими параметрами системи є жорсткість пружного елемента с 
і демпфірування b. 
Період вільних коливань 
2з i iT t t   звідки 0,641зT   с.  






   рад/с.    
Для визначення відносного коефіцієнта демпфірування n 














Власна частота системи 
 
2 2 2 10p k n p     рад/сек. 
 
Жорсткість пружного елемента 
 
2 500c m p    Н/м. 
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Коефіцієнт демпфування для лінійно-в`язкого тертя: 
 
2 20b n m    Нс/м. 
 
Задача 12. (РОЗДІЛ 4) 
Визначити час tуст, після закінчення якого зупинитися вантаж, що 
здійснює вільні коливання в умовах сухого тертя. 
Параметри системи: 
M = 2 кг, fтр = 0,204, c1 = 600 Н/м, c2 = 300 Н/м, x0 = 20 см, x'0 = 0. 
 
 




Приймаємо в якості узагальненої координати зміщення х вантажу 
щодо вихідного положення. Два пружних елементи, з'єднаних 






















   м. 
 






    рад/с. 
 






   с. 
 
Відомо, що за один період відхилення, яке коливається, в умовах 
сухого тертя вантажу зменшуються на величину 4а. 
За характером перехідного процесу видно, що час, після закінчення 
якого граничні відхилення не перевищать величини мертвої зони, можна 









    с. 
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Задача 13. (РОЗДІЛ 4) 
Дослідити викликані ударом маятника коливання підпружиненного 
тіла в умовах сухого тертя, вважаючи, що після удару маятник в 
подальшому русі не бере. Визначити час і величину максимального 
відхилення вантажу від вихідного стану спокою. 
Параметри системи: 
m = 2 кг, l = 20,4 см, h = l, M = 2 кг, c = 0,4 кН/м, fтр = 0,204. 
Початкові умови: 




Рисунок 13.13 – Графічне зображення до задачі 13 
 
Вирішення 
Рух системи викликано тільки ударним впливом, так як початковий 
зсув відсутній. Припустимо абсолютно жорсткий удар, вважаючи обидва 
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тіла абсолютно жорсткими, ті що не деформуються. Початкова швидкість 








 0 1M M MS M V V  , 
де т1 0V   – маятник зупиняється;  
0 0MV   – вантаж знаходився в спокої. 
1 0MV x  – початкова швидкість. 
 







  . 
 
Швидкість маятника безпосередньо в момент удару Vт1 визначаємо 
виходячи з закону збереження енергії маятника, нехтуючи тертям в 
самому маятнику. В верхньому положенні маятника: 
 
тП mgh mgl  . 
 












Рівняння руху системи в умовах сухого тертя має вигляд: 
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  заг часнx t x x  ; 
       1 2sign cos sinx t a x C pt C pt     . 
 
З урахуванням початкових умов х0 = 0 при t = 0 маємо: 
 








         0sign sign cos sin
x
x t a x a x pt pt
p

        . 
 
Перейдемо до еквівалентній форми записи рівняння руху: 
 























Найбільше відхилення вантажу від його рівноважного стану матиме 
місце на ділянці 1 (рис. 13.14). Умови руху на цій ділянці х' > 0, отже 
sіgn (x') = 1. 
Величина мертвої зони: а = 0, 01 м. 




Рисунок 13.14 – Умовний рух вантажу 
 
Власна частота системи р = 10 2  = 14,14 рад/с. 
Параметри закону руху на ділянці 1: γ = 0,0706 рад, А0 = 0,141 м. 
Максимальне відхилення вантажу хmax = 0,131 м. 
Час досягнення максимального відхилення вантажу від 
рівноважного стану визначається з умови 
 




  ; 
0,106t   с. 
 
Задача 14. (РОЗДІЛ 5) 
Електродвигун з заданими параметрами встановлено на кронштейні, 
що складається з двох однакових балок прямокутного перерізу. 
Коливання консольної системи обумовлені ексцентриситетом ротора 
електродвигуна. Визначити, при яких розмірах балки в відсутності опору 
тертя амплітуда вимушених коливань не буде перевищувати 1 мм. 
Визначити параметри перетину балки. 
Параметри системи: 
• маса двигуна М = 20 кг; 
• маса ротора m = 10 кг; 
• частота обертання w = 25 рад/с; 
• ексцентриситет обертових мас r = 0,5 мм; 
• довжина кронштейна l = 0,5 м;  
• масою балок знехтувати: mб << М. 
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Рисунок 13.15 – Графічне зображення до задачі 14 
 
Вирішення 
Збуджувальний вплив є силовим і обумовлено дією відцентрової 
сили інерції, на якій обертаються незбалансованої маси: 
 
2
цб 0F m w r F    . 
 
Так як в горизонтальному напрямку система має значну жорсткістю, 
розглянемо вертикальні коливання, які викликані дією вертикальної 
складової відцентрової сили 
 
     2цб sin sinF t F wt m w r wt      . 
 
Розглянемо коливання системи в межах малих відхилень. 
В якості узагальненої координати приймаємо вертикальне 
відхилення кінця балки від рівноважного стану X, горизонтальним 
зміщенням Y при вигині балки нехтуємо, оскільки воно малої величини. 
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Скористаємося прямим способом складання рівняння руху: 
 
інер пр дис зовн 0Q Q Q Q    , 
інерQ M x   ; 
прQ c x   ; 
дис 0Q  ; 
 2зовн sinQ m w r wt    ; 






0 0sin ;  
c m w r
x p x F wt p F
M M
 
        . 
 












































По умовам задачі вим 0,001A  . 
















      





Підставивши чисельні значень параметрів, отримаємо: 
 
3 8в 1,86 10h     м4. 
 
Задавшись одним з параметрів, підбираємо розміри перерізу: 
нехай h = 10 мм, тоді в > 18,6 мм; 
h = 20 мм, тоді в > 5,5 мм; 
h = 15 мм, тоді в > 2,4 мм. 
 
Задача 15. (РОЗДІЛ 5) 
Для підресореного вантажу провести аналіз коливань, викликаних 
наїздом на ступінчасту нерівність і оцінити працездатність підвіски. 
 
 
Рисунок 13.16 – Графічне зображення до задачі 15 
 
Параметри системи: 
• маса вантажу m = 500 кг; 
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• жорсткість c = 12,5 кН/м; 
• швидкість руху V = 10 м / с; 
• висота нерівності h0 = 0,05 м; 
• кривизна профілю колії γ = 10 м-1. 
 
Вирішення 
Попередньо зробимо аналіз заданого профілю нерівності. 
Визначимо довжину нерівності Sуст, щодо подолання якої з достатнім 
ступенем точності можна розглядати рух об'єкта по рівній поверхні. Має 
дотримуватися умова: 
 
 0 0h h t h   , 
де ∆ – похибка, яка знаходиться в межах 0,05 – 0,01. Приймаємо ∆ = 
0,02.    
 
Sуст визначається з умови: 
 
   0 1 Sh t h e   ; 









В даному випадку Sуст = 0,4 м. 
При зазначеній швидкості, досліджуваний об'єкт подолає перешкоду 
за tS = 0,04 c. 
Приймаємо в якості об`єкта дослідження відносне переміщення 
вантажу х, що відповідає деформації підвіски. Далі скористаємося 
отриманими в теоретичній частині залежностями. Рівняння руху 





Vtx p x h V e     . 
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Закон руху отримано у вигляді: 
 





































При заданих параметрах: р = 5 рад/с, δ = 0,05004 рад, 
 
    1000,0499 19,992sin 5 0,05004tx t e t    . 
 
Отримане значення говорить про те, що при відсутності опору тертя 
наїзд на ступінчасту нерівність з великою швидкістю поступального руху 
викликає значну деформацію підвіски, тобто призводить до пробою 
підвіски (удар в обмежувач ходу). 
Зменшення швидкості руху в момент подолання ступінчастою 
нерівності дає значний ефект; при V = 1 м/с: 
 
    100,04 2,23sin 5 0,464tx t e t    . 
 
Максимальне значення деформації підвіски складе 0,089 м. 
Ще більш значний ефект дасть збільшення жорсткості підвіски, що 




Задача 16. (РОЗДІЛ 5) 
Визначити коефіцієнт динамічності механічної системи в режимі 
вимушених коливань при силовому збурення. 
Параметри системи: 
• вантаж: mгр = 50 кг; Lгр = 0,5 м; 
• балка: mб = 10 кг; Lб = 1,2 м; 
• демпфер: b = 0,5 кНс/м; l1 = 0,5 м; 
• пружина 1: c1 = 1 кН/м; l1 = 0,5 м; 
• пружина 2: c2 = 2 кН/м; l2 = 0,25 м; 
• зовнішній вплив:  
• момент Mz = M (t) = M0sin wt; 
• w = 10 рад/с. 
 
 
Рисунок 13.18 – Графічне зображення до задачі 16 
 
Вирішення 
Як узагальненої координати приймаємо кутове переміщення φ балки 
щодо точки опори О. Надлишкові координати – лінійні вертикальні 
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переміщення точок у1, у2, у3. 
Рівняння зв'язку координат в межах малих відхилень: 
 
 1 1 1siny l l       ; 
2 2y l   ; 
3 грy L   . 
 
Використовуємо основний спосіб складання диференціальних 










T I my m L 
 
      
 
. 










by b l      . 
 
Рівняння Лагранжа має вигляд: 
 
 
П Фd T T
M t
dt    
    
    
     
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   



















 2 21 1 2 2
П







Отримаємо диференціальне рівняння коливань системи: 
 
   
2
2 2 2 2б б
гр гр 1 1 1 2 2 0 sin
12
m L
m L b l c l c l M wt  
 




У канонічній формі: 
 
 22 sinn p h wt         ; 

































З урахуванням заданих значень параметрів системи: 
 
2 9,12n   рад/с; 













    




Задача 17. (РОЗДІЛ 5) 
Визначити максимальне значення амплітуди вимушених коливань 
системи і частоту зовнішнього впливу, при якій значення амплітуди 
максимально.  
Параметри системи: 
• вантаж: m = 100 кг; 
• балка: mб << m; вс = 10 мм; hс = 5мм; L1 = 0.6 м; L2 = 0,4 м; 
• пружини: l1 = 0,3 м; l2 = 0,2 м; с1 = 42 кН/м; с2 = 56 кН/м; 
• демпфер: b = 2 кНс/м; 
• зовнішній вплив: F (t) = H sin wt; H = 200 Н; w = 10-40 рад/сек. 
 
 




В якості узагальненої координати приймаємо вертикальне зміщення 
х; горизонтальним зміщенням у нехтуємо як величиною другого порядку 
малості. Зміщенням опори Б нехтуємо як величиною другого порядку 
малості. 
Надлишкові координати χ1 і χ2 характеризують деформацію пружин 
підвіски; координати ці є відносними. 



















Так як напрямок дії всіх сил збігається, доцільно скористатися 
прямим способом складання диференціального рівняння руху. Впливом 
маси балки нехтуємо, так як mб << m. Дія сил пружного опору пружин с1 
і с2 наводимо до точки початку відліку узагальнених координат. 
 
пр1 1 1Q c   ; 
пр2 2 2Q c   ; 




   
2 2
1 1 2 2
пр 1 2 б екв
1 2
L l L l
Q c c c x c x
L L
     
          
     
. 
дисQ b x   ; 
інерQ m x   ; 




 екв sinm x b x c x H wt        . 
 
У канонічній формі: 
 
 22 sinx n x p x h wt       . 
 
















c cb hI  . 
 
Коефіцієнти канонічного рівняння руху: 
 
   
2 2
1 1 2 22
1 2 б
1 2
1 L l L l
p c c c
m L L
     
      












З урахуванням вихідних параметрів системи: 
 
б 19750c   Н/м; 
21p   рад/с; 
10n   рад/с; 
2h   Н/кг. 
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При частоті 2 2
max 2Aw p n   та маємо 15,52w   рад/с. 
 
Задача 18. (РОЗДІЛ 6) 
Дослідити працездатність підвіски транспортного засобу при русі 
його по хвилястою поверхні із заданою швидкістю. 
Профіль колії – гармонійний: q (t) = q0 sin (w t). 
Вихідні дані: с, m, b, ∆fmax, Vт, a, q0. 
Початкові умови х (0) = 0 і х’ (0) = 0. 
 
 
Рисунок 13.20 – Графічне зображення до задачі 18 
 
Вирішення 
Працездатність підвіски визначається величиною її деформації, 
тобто відносним переміщенням. Якщо розрахункова деформація підвіски 
перевищує величину динамічного ходу, відбувається удар в обмежувач 
ходу – пробій підвіски. 
Як узагальнену координату приймаємо відносне переміщення 
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вантажу х в рухомій системі координат, що копіює нерівності ґрунту; 
надлишкової – абсолютне переміщення вантажу χ щодо його вихідного 
положення до в'їзду на нерівність. 
Зв'язок узагальненої і надлишкової системи координат: 
 
         0 sint x t q t x t q wt     . 
 
У процесі руху вантажу на нього діють сили: 
 
  інерQ m m x q t         ; 
дисQ b x   ; 
прQ c x   . 
 
Рівняння руху має вигляд: 
 
 m x b x c x m q t          . 
 
У канонічній формі: 
 





  – відносний коефіцієнт демпфірування;   
2 cp
m
  – власна частота системи. 
 
Рівняння руху в операторної формі:   
 
     2 2 22S n S p x s S q s      . 
 



















      
2 2
2 2 22 22
jw w
W w
p w j nwjw n jw p

 
    
. 
 
Модуль комплексної передавальної функції визначається виразом: 
 
 
   
4








Закон руху вантажу в режимі вимушених коливань при 
кінематичному впливі: 
 
     0 sinx t q W w wt     . 
 
Амплітуда вимушених коливань: 
 










   
4








Проводимо перевірку, порівнюючи значення хmах і заданий fmax. 
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Задача 19. (РОЗДІЛ 6) 
Визначити амплітуду кутових коливань дишла причепа під час руху 
його по хвилястій поверхні, вважаючи, що зчіпний пристрій автомобіля-
тягача не робить коливань. 
Вихідні дані:  
• причіп: М = 4000 кг; L = 4 м; V = 36 км/год; 
• дишло: l = 3 м; т = 100 кг; h = 0,6 м; 
• шини: сш = 250 кН/м; bш = 6 кНс/м; 




Рисунок 13.21 – Графічне зображення до задачі 19 
 
Вирішення 
В якості узагальненої координати приймаємо поворот φ дишла 
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причепа в точці зчіпки. 
Надлишкові координати: 
• вертикальне переміщення центру мас причепа х щодо його 
вихідного положення до в'їзду на нерівність – абсолютна система 
координат; 
• вертикальне переміщення центру мас причепа χ щодо профілю 
опорної поверхні – відносна (рухлива) система координат. 
Координата зовнішнього впливу q (t) = q0 sin wt, де w = 2p V/а. 
Коливання розглядаємо в межах малих відхилень. 
Зв'язок координат: 
 
 sinx L L     ; 
   x q t L q t      . 
 
Скористаємося основним способом складання рівняння руху. 








T I M x M x 
 
           
 
; 
    
221 1П
2 2
c c L q t     ; 
    
221 1Ф
2 2
b b L q t      . 
 





dt    
    
    
     
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    
   
; 
    2
Ф
b L q t L b L b L q t 


           

; 
    2
П
c L q t L c L c L q t 






Отримаємо диференціальне рівняння коливань системи 
 





ML b L c L b L q t c L q t  
 




В операторній формі: 
 
     
2
2 2 2 2
3
ml
ML S b L S c L s b L S c L q s
   
              
   
. 
 




  2 2 2 2 2
3
s b L S c L
W s
q s ml
ML S b L S c L
    
 
 











2 2 2 2
3
j b L w c L
W w
ml
c L ML w j b L w
   

  




Модуль комплексної передавальної функції 
 
 






2 2 2 2
3
b L w c L
W w
ml
c L ML w b L w
   

  




Амплітуда кутових коливань дишла причепа визначається виразом: 
 
 
   
 
2 2
max 0 0 2
2
2
2 2 2 2
3
b L w c L
q W w q
ml
c L ML w b L w

   
   
  




Відповідно до умов завдання маємо: 
 
при 12,57w   рад/с   
max 0,00496   рад. 
 
Задача 20. (РОЗДІЛ 6) 
Визначити граничне значення амплітуди вимушених коливань 
механічної системи при полігармонічному зовнішньому впливі. 
Початкові дані: 
с1 = 6 кН/м; с2 = 4 кН/м; b = 200 Нс/м; т = 50 кг; 
F (t) = F1 (t) + F2 (t) + F3 (t); Fi (t) = Hi sin wit; 
H1 = 300 H; H2 = 400 H; H3 = 150 H; 




Рисунок 13.22 – Графічне зображення до задачі 20 
 
Вирішення 
Приймаємо в якості узагальненої координати зміщення х вантажу 
щодо вихідного положення. 















Рівняння руху системи має вигляд: 
 
 Mx bx cx F t    . 
 




x nx p x
M












   рад. 
 
Полігармонічний зовнішній вплив приводимо до однієї 
розрахункової частоти. Приймаємо w = 10 рад/с. Тоді зовнішній вплив 
можна записати у вигляді: 
 
 















1 2k  ; 2 1k  ; 3 4k  . 
 
Передаточна функція в операторній формі записується однаково для 
будь-якої складової полігармонічного процесу: 
 
     2 22S nS p x s h s    . 
 
Комплексна передавальна функція визначається по кожній 
складовій полігармонічного впливу: 
 
 
       
1 2 22 2 2 2




j k w n j k w p p k w j n k w
 
      
; 
 

























Модуль комплексної передавальної функції: 
 
 







































Аргумент комплексної передавальної функції: 
 









   
 
 рад; 









   
 
 рад; 













Рух системи в режимі вимушених коливань описується виразом: 
 
         
   
1 1 1 1 2 2 2 2
3 3 3 3
sin sin
sin .
x t h W w k wt h W w k wt
h W w k wt
 

        
   
 
 
З урахуванням заданих параметрів системи маємо: 
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     
 
0,0156sin 20 0,427 0,1216sin 10 0,656
0,0018sin 40 0,391 .
x t t t
t




Максимально можливе значення амплітуди вимушених коливань 
 
  0,0156 0,1216 0,0018 0,139x t      м. 
 
Задача 21. (РОЗДІЛ 7) 
Використовуючи метод еквівалентної лінеаризації, визначити 
амплітуду вимушених коливань в сталому режимі, в разі, якщо опір руху 
тіла представляє собою комбінацію сухого і в'язкого тертя. 
 
 
Рисунок 13.23 – Графічне зображення до задачі 21 
 
Початкові дані: 
Вантаж m = 50 кг. 
Пружний елемент c = 2 кН/м. 
Опір тертя, що становлять: 
• сухе fтр = 0,1; 
• в`язке b = 500 кНс/м. 
Зовнішній вплив: 
F (t) = H sin wt; Н = 100 Н; wтах = 30 рад/с. 
 
Вирішення 
Система описується рівнянням 
 
   sinmy f y cy H wt    , 
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де  f y  – комбінований опір тертя: 
 
   0 трsignf y R y by f mg by         . 
 
Еквівалентний коефіцієнт в'язкості визначаємо з умови, що втрати 
енергії за один період у вихідній системі дорівнює втратам енергії за той 
же період часу в еквівалентній системі. 
Припустимо, що в разі малого опору тертя рух системи в інтервалі 
часу 0 ≤ t ≤ T незначно відрізняється від гармонійного, і його можна 
представити виразом 
 




 вим cosy kA kt    . 
 
Робота сил опору сухого тертя за один цикл 
 






fW Q R y dy R y y dt

     . 
 
Для сухого тертя, де відхилення системи від рівноважного стану 
убуває за лінійним законом, можна записати: 
 
   
2






fW Q R kA kt dt R A

   ; 
 тр 0 вим вим тр4 4fW Q R A A mgf  . 
 
Робота сил опору лінійно-в`язкого тертя за один цикл 
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bW Q Q dy by y dy b kA kt dt
 
        ; 
  2тр вимbW Q b A k    . 
 
Енергія, що розсіюється за рахунок роботи всіх сил опору тертя за 
один цикл, визначається виразом 
 
   2вим тр вим4f bE W W A mgf bA k       . 
 
В еквівалентній системі сила опору умовного тертя в режимі 
вимушених коливань з частотою w визначиться виразом: 
 
 тр вим cosQ by b w A wt        . 
 
У таких умовах руху розсіюється енергія 
 
 2 2 2 2тр тр вим вим
0 0 0
cosy yE Q dy Q y dt b w A wt dt b w A
  
                . 
 










  . 
 
Рух еквівалентної системи описується рівнянням 
 
 sinymy b y cy H wt    . 
 


















Так як тертя не робить значного впливу на частоту вільних 




   амплітуда вимушених коливань 

























            
 
 
Задача 22. (РОЗДІЛ 7) 
Використовуючи метод прямої лінеаризації для механічної системи 
із симетричною нелінійної пружної характеристикою f(y), визначити 
амплітуду вимушених коливань при гармонійному зовнішньому 
збуренні. 
Початкові дані: 
• Вантаж m = 40 кг. 
• Пружний елемент з нелінійної характеристикою   3f y cy y  ;  
c = 6 кН/м, ε = 200 Н/м3. 
• Зовнішній вплив: F (t) = H sin wt; Н = 100 Н; wтах = 30 рад/с. 
 
Вирішення 
Скористаємося методом прямої лінеаризації, для чого вихідну 
нелінійну характеристику f(y) замінимо умовної еквівалентної fy з 




Рисунок 13.24 – Графічне зображення до задачі 22 
 
Похибка r умовної лінійної пружної характеристики визначається 
виразом: 
 
  yr f y c y  . 
 
Параметри, що шукаються, еквівалентної моделі визначаємо 









d f y c y y dy
dc





Звідси знаходимо вираз умовної жорсткості для лінеаризованої 




yc f y y dy
A
  . 
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yc cy y y dy
A




yc c A  . 
Рух досліджуваної системи в режимі вимушених коливань 
описується диференціальним рівнянням: 
 
 sinymy c y H wt   . 
 













Амплітуда вимушених коливань досліджуваної системи 
























Задача 23. (РОЗДІЛ 8) 
Визначити головні частоти і отримати закон руху системи, що 
складається з двох взаємопов'язаних маятників. 
Початкові дані: 
• маятники: L = 25 см, m1 = 1 кг, m2 = 2 кг; 
• пружина: l = 10 см, c = 100 Н/м. 
 
Вирішення 
Система має два ступені свободи і для опису її руху необхідні дві 
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узагальнені координати. 
При складанні розрахункової моделі припустимо: 
• опір тертя в системі відсутній; 
• масою стрижнів маятників нехтуємо; 
• масою пружини зневажаємо; 
• коливання розглядаємо в межах малих відхилень. 
Як узагальнені координати приймаємо кутові відхилення маятників 
φ1 і φ2 від їх рівноважного стану в абсолютній системі відліку. 
 
 
Рисунок 13.25 – Графічне зображення до задачі 23 
 
Надлишкові координати: 
• υ1 і υ2 – переміщення точок кріплення пружини; 
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• х1 і х2 – вертикальні переміщення маятників. 
Рівняння зв`язку координат: 
 
 1 1 1sinl l     ; 









































 2 1 2 1l         . 
 
Скористаємося основним способом складання рівнянь руху. 





dt    
    
    
     
. 
 
Кінетична енергія системи – енергія руху двох маятників: 
 
   2 2 2 2 21 1 2 2 1 1 2 2
1 1
2 2
T I I L m m          . 
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Потенційна енергія системи включає в себе потенційну енергію 












   
2 22




c cl       . 
 
Потенційна енергія системи в цілому визначається виразом: 
 
  22 2 21 1 2 2 2 11П
2
L g m L g m cl             . 
 
В отриманому виразі розділимо змінні – координати φ1 і φ2 
 




L g m cl L g m cl cl             
  . 
 
Порівняємо отриманий вираз потенційної енергії досліджуваної 








c q c q c q q       . 
 
Взявши до уваги, що тут q1 ≡ φ1 і q2 ≡ φ2, знайдемо невідомі 




11 1c L g m cl    ; 
2
22 2c L g m cl    ; 
2
12c cl  . 
 
Аналогічно, зіставивши вираження кінетичної енергії досліджуваної 








T a q a q a q q           та  
2 2 2
1 1 2 2
1
2





11 1a m L ; 
2
22 2c m L ; 
12 0a  . 
 
Підставимо значення цих коефіцієнтів в отримане раніше рівняння 
частот      2 2 211 11 22 22 12 12 0c a k c a k c a k       та отримаємо вираз 
 
      4 4 2 2 2 21 2 1 2 1 2 1 22 0k mm L k L mm g cl Lg Lgmm cl m m      . 
 
Знайшовши корені біквадратного рівняння, отримаємо значення 
головних частот системи 
 
1 2,29k   рад/с; 





Задача 24. (РОЗДІЛ 8) 
Визначити головні частоти механічної системи, що складається з 
трьох послідовно з'єднаних пружних вантажів. 
Вихідні дані: т1 = 2 кг; т2 = 0,5 кг; т3 = 1 кг;  




Рисунок 13.26 – Графічне зображення до задачі 24 
 
Вирішення 
В якості узагальнених координат приймаємо зміщення вантажів 
щодо їх вихідного стану у1, у2, у3 – абсолютна система відліку координат. 
Надлишкові координати – відносне зміщення вантажів υ1, υ2, υ3, що 
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відповідає деформації пружних елементів системи. 
Зв`язок узагальнених і надлишкових координат: 
 
1 1y  ; 
2 2 1y y   ; 
3 3 2y y   . 
 
Оскільки система має явно виражену кільцеву структуру, то для 
складання рівнянь руху доцільніше використовувати принцип Даламбера. 
Розглянемо рівновагу кожного тіла, замінивши відкинуті зв`язки 
відповідними реакціями цих зв`язків. 
 
інер1 1 1Q m y      та    пр1 1 1 1 1Q c c y    ; 
інер2 2 2Q m y      та     пр2 2 2 2 2 1Q c c y y     ; 
інер3 3 3Q m y      та     пр3 3 3 3 3 2Q c c y y     . 
 
Система рівнянь руху має вигляд: 
 
 
   
 
1 1 1 1 2 2 1
2 2 2 2 1 3 3 2




m y c y c y y
m y c y y c y y
m y c y y
   

     

   
 
 





1 1 1 2 1 2 2
2 2 2 3 2 2 1 3 3




m y c c y c y
m y c c y c y c y
m y c y c y
   

     
    
 
 
Прийнявши попередньо гармонійний закон руху, запишемо: 
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       21 1 1 1sin siny t A kt y t k A kt       ; 
       22 2 2 2sin siny t A kt y t k A kt       ; 
       23 3 3 3sin siny t A kt y t k A kt       . 
 






1 2 1 1 2 2
2
2 1 2 3 2 2 3 3
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c c m k A c A
c A c c m k A c A
c A c m k A
    














1 1 2 2
2
2 2 2 3 3
2
3 3 3




m k c c c
c m k c c c










Розкриємо визначник і отримаємо рівняння частот: 
 
       
 
2 2 2 2 2
1 1 2 2 2 3 3 3 2 3 3
2 2
3 1 1 2
...
... 0.
m k c c m k c c m k c c m k c
c m k c c




Підставивши чисельні значення вихідних параметрів, отримаємо: 
 
6 4 2700 157500 1750000 0k k k    . 
 
Позитивні числові значення коренів і будуть головними частотами 
системи. 
281 
Задача 25. (РОЗДІЛ 8) 
Дослідити рух центру мас підресореної балки в режимі вільних 
коливань при наступних параметрах системи: 
• балка: M = 200 кг; lM = 0,9 м; L = 2 м; 
• підвіска: c1 = 2 кН/м; c2 = 1 кН/м; c3 = 2 кН/м;  




Рисунок 13.27 – Графічне зображення до задачі 25 
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Вирішення 
Система має два ступені свободи, і для її опису необхідні дві 
узагальненні координати. 
В якості узагальнених координат приймаємо вертикальне 
переміщення центру мас балки щодо її рівноважного стану х і кутове 
переміщення – поворот балки φ щодо поперечної горизонтальної осі. 
Прийняті координати розглядаються в абсолютній системі відліку. 
Надлишковими координатами χ1, χ2, χ3 визначається деформація 
пружин підвіски. 
У межах малих деформацій між узагальненими і надлишковими 
координатами є залежність: 
 
 1 1 1sinx l x l       ; 
2 2x l    ; 
3 3x l    . 
 
Так як одна з узагальнених координат є кутовою, то в якості 
вихідних параметрів необхідно знати момент інерції балки щодо 









I My  , 
де 
0y  – відстань між геометричним центром балки і її центром мас.  
 
Для отримання рівнянь руху скористаємося рівняннями Лагранжа і 
отриманими з їх допомогою рівняннями руху. 
Коефіцієнти канонічної системи рівнянь визначаємо, зіставляючи 
вираження енергій досліджуваної системи і канонічних виразів. 








T a q a q a q q          . 
 
Для визначення, що входять у вираз постійних коефіцієнтів, 
знайдемо вираз кінетичної енергії для досліджуваної системи. 
З урахуванням прийнятих позначень отримаємо: 
 
2






T M x I M x My 
  




Узагальнені коефіцієнти інерції для досліджуваної системи 
визначаємо з умови q1 ≡ x і q2 ≡ φ 
 
12 0a  ; 






a My  . 
 
Потенційна енергія двохмасової системи має форму запису: 
 
2 2




П c q c q c q q       . 
 
Для досліджуваної системи потенційна енергія записується 
вираженням: 
 
     
2 2 22 2




c c c c x l c x l c x l                    
. 
 
Тоді отримаємо вираз: 
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c c c x c l c l c l c l c l c l x              . 
 
Узагальнені коефіцієнти інерції канонічної системи рівнянь: 
 
11 1 2 3c c c c   ; 
22 1 1 2 2 3 3c c l c l c l   ; 
12 1 1 2 2 3 3c c l c l c l   . 
 
Для досліджуваної системи, відповідно до вихідних параметрами, 
отримаємо значення коефіцієнтів: а11, а12, а22, с11, с12, с22. 
Відповідно до канонічної системи рівнянь можна записати рівняння 






a x c x c
a c c x

 
   

   
 
 
Для визначення головних частот використовується отримане раніше 
в канонічній формі рівняння частот; з урахуванням а12 = 0 маємо: 
 






2 11 22 22 11 11 22 22 11 12
1,2
11 22 11 22 11 222 2
a c a c a c a c c
k






Задача 26. (РОЗДІЛ 8) 
Визначити частоти і форми головних поперечних коливань 
двохопорної балки, з розміщеними на ній зосередженими масами, 
вважаючи, що маса балки значно менше маси вантажів. 
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Вихідні дані: m1; m2; l1; l2; l3; L; Іперерізу; Е; причому l1 = l2 = l3. 
 
 
Рисунок 13.28 – Графічне зображення до задачі 26 
 
Вирішення 
Система має два ступені свободи і буде описуватися двома 
узагальненими координатами. Як узагальнені координати приймаємо 
вертикальні відхилення вантажів від їх рівноважного стану х1 і х2. 
Система представляє собою класичну балочну конструкцію, і тому 
для її аналізу найбільш зручною є зворотна форма запису рівнянь руху. 
Для вільних коливань багатомасових балкових систем раніше була 




i ik k k ik k k
k k
x m q b q 
 
     . 
 
При відсутності тертя для двохмасової моделі отримаємо систему 
рівнянь 
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1 11 1 1 12 2 2
2 21 1 1 22 2 2
;
,
x m x m x
x m x m x
 
 
   

   
 
 
де δ11, δ12, δ22 – коефіцієнти впливу. 
 
Для визначення коефіцієнтів впливу будуємо допоміжні епюри 
згинальних моментів від дії одиничних навантажень, прикладених в 
точках розміщення зосереджених мас. 
Перемножуючи епюри моментів методом Верещагіна, одержимо 
значення коефіцієнтів впливу: 
Так як обидві епюри є нелінійними, перемножувати їх доводиться по 
частинах, виділяючи лінійні ділянки, а потім підсумовуючи їх. 
Для визначення коефіцієнтів впливу з парними індексами епюра 
множиться сама на себе; в цьому випадку зручно розбивати її на два 
трикутника. 












1 1 2 2 2 1 2 2 2 2 4
2 3 9 3 9 2 3 9 3 9 243
L L























    . 
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Потім, використовуючи основну систему рівнянь, отримуємо 
рівняння частот і визначаємо головні частоти: 
 
   2 2 2 411 1 22 2 12 1 21 1 0m k m k k mm       , 
 












   . 
 
Отримані значення коефіцієнтів розподілу амплітуд 
використовуються для побудови форм головних коливань. 
 
Задача 27. (РОЗДІЛ 8) 
Визначити головні частоти консольної балки з масивним вантажем 
на кінці, врахувавши інерційний вплив вантажу при його повороті. 
Початкові дані: 
• балка: 
• перетин: b × h; 
• довжина: L; 
• вантаж: М, l; 
• момент інерції I = M ρ2; 
• тбалки << Мвант. 
Коливання відбуваються в межах малих відхилень. 
 
Вирішення 
Система має два ступені свободи, її рух описується двома 
узагальненими координатами. Оскільки пружна деформація представляє 
собою деформацію вигину балки, то зручніше скористатися зворотним 




Рисунок 13.29 – Графічне зображення до задачі 27 
 
В якості узагальнених координат приймаємо: вертикальне 
переміщення кінця балки з вантажем х і кутове переміщення (поворот) φ 
масивного вантажу щодо його точки кріплення. 
У разі кутового руху для оцінки інерційних якостей елемента 
289 
необхідно враховувати його момент інерції відносно точки обертання. 
У загальному випадку момент інерції визначається виразом I = Mρ2, 
де ρ – радіус інерції; при відсутності даних, радіус інерції 





I  . 
 
Рівняння руху шукаємо у вигляді: 
 
1 11 1 1 12 2 2
2 21 1 1 22 2 2
;
,
x m x m x
x m x m x
 
 
   

   
 
де узагальненими координатами є х1 → х та х2 → φ. 
 









   
   

   
 
 
Для визначення коефіцієнтів впливу будуємо епюри згинальних 
моментів від одиничної сили Р1 і одиничного моменту М1. 

















  . 
 
Канонічне рівняння частот в даному випадку набуває вигляду: 
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   4 2 211 22 12 1 2 11 1 22 2 1 0k mm k m m         ; 
   4 2 2 2 2 211 22 12 11 22 1 0k M k M M           . 
 














      
  
, 
















Задача 28. (РОЗДІЛ 9) 
Визначити амплітуду вимушених коливань в зоні розміщення задніх 
сидінь легкового автомобіля, вертикальні коливання якого викликані 
періодичним силовим впливом в зоні переднього моста. Впливом 
безпружинних мас мостів знехтувати. 
Параметри системи: 
Маса остова М = 1500 кг. 
Момент інерції кістяка I = 3000 кг м2. 
Координати центру мас: l1 = 1,34 м; l2 = 1,46 м. 
Жорсткість підвіски і шин: с1 = 85 кН/м; с2 = 80 кН/м. 
Демпфірування: b1 = 4 кНс/м4; b2 = 5 кНс/м. 










Остов машини імітується жорстким масивним брусом, підвіска – 
безмасовим пружним елементом. 
Розглянемо коливання системи в межах малих відхилень, що 
дозволить використовувати лінійну модель. 
Система має два ступені свободи і описується двома узагальненими 
координатами z1 і z2.  
Надлишкові координати характеризують рух остова щодо його 
центру мас: z0 і φ. 
Зв'язок узагальнених і надлишкових координат видно за схемою: 
 
1 2 2 1
0
1 2







1 2 1 2
1 2 1 2
arctg
z z z z







При використанні готових канонічних виразів врахуємо 
співвідношення: q1 ≡ z1 і q2 ≡ z2. 
Скористаємося основним способом складання рівнянь руху, для 
чого знайдемо вирази складових енергії системи. 
Кінетична енергія в канонічній формі запису має вигляд: 
 
2 2




T a q a q a q q          . 
 






T M z I        . 
 




1 2 2 1 1 2
1 2 1 2
1
2
z l z l z z
T M I
l l l l
        
       
      
; 
2 2
2 22 1 1 2
1 2 1 2
1 2 1 2 1 2
1
2
M l I M l I M l l I
T z z z z
l l l l l l
       
        
   
. 
 
Порівняємо отриманий вираз кінетичної енергії досліджуваної 
двохмасової системи з канонічним, визначимо узагальнені коефіцієнти 



































Потенціальна енергія в канонічній формі запису має вигляд: 
 
2 2




c q c q c q q       . 
 
Для досліджуваної системи: 
 
2 2




c z c z      . 
 
Порівняємо отриманий вирази потенційної енергії досліджуваної 
двохмасової системи з канонічнім, визначимо узагальнену жорсткість 
системи в напрямку. Розглянуто узагальнених координат: 
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11 1c c ; 
22 2c c ; 
12 0c  . 
 
Дисипативна функція в канонічній формі запису має вигляд: 
 
2 2




b q b q b q q          . 
 
Для досліджуваної системи: 
 
2 2




b z b z        
 
Узагальнені коефіцієнти демпфірування системи: 
 
11 1b b ; 
22 2b b ; 
12 0b  . 
 
Скористаємося канонічної системою рівнянь руху, які отримані з 
використанням рівнянь Лагранжа і включають в себе вже визначені нами 
параметри: 
 
 11 1 12 2 11 1 12 2 11 1 12 2 1
12 1 22 2 12 1 22 2 12 1 22 2
;
0.
a q a q b q b q c q c q Q t
a q a q b q b q c q c q
         

        
 
 
Досліджувана система є лінійною, тому скористаємося комплексної 




         
       
2 2
11 11 11 1 12 12 12 2 1
2 2
12 12 12 1 22 22 22 2
;
0.
a S b S c q s a S b S c q s Q s
a S b S c q s a S b S c q s
      

     
 
 
Потім визначимо вираз передавальної функції в операторної формі і 
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c a w j b w
W w
w a a a w a c a c b b a c b c c c
w a b a b a b w b c b c b c
  

            
 
          
 
 
В отриманому виразі замінимо узагальнені коефіцієнти а11, а12 ... с22 
їх значеннями; отримаємо значення модуля комплексної передавальної 
функції. 
Максимальне значення, що шукається, переміщення визначиться 
виразом: 
 




РОЗДІЛ 14. ЗАДАЧІ ДЛЯ САМОСТІЙНОГО ВИРІШЕННЯ 
 
Задача 1. (РОЗДІЛ 2) 
 
Скласти диференціальне рівняння 
вільних коливань у вертикальній 
площині сталевої консольної балки 
з зосередженою масою на кінці, 
якщо відомі параметри її перетину. 
Рисунок 14.1 – Графічне 
зображення до задачі 1 
 
Задача 2. (РОЗДІЛ 2) 
 
Скласти диференціальне рівняння 
вільних коливань масивної 
консольної балки з підпружиненим 
вантажем на кінці, якщо відомі 
розміри перерізу балки і її 
матеріал. 
Рисунок 14.2 – Графічне 
зображення до задачі 2 
 
Задача 3. (РОЗДІЛ 2) 
 
Скласти диференціальне рівняння 
вільних коливань жорсткого 
масивного важеля, закріпленого на 
кінці пружного валу – торсіона. В 
якості узагальненої координати 
прийняти переміщення важеля в 
точці дії навантаження. Рисунок 14.3 – Графічне 
зображення до задачі 3 
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Задача 4. (РОЗДІЛ 2) 
 
Скласти диференціальне рівняння 
вільних крутильних коливань 
масивного диска, закріпленого на 
кінці сталевого пружного валу. 
Рисунок 14.4 – Графічне 
зображення до задачі 4 
 
Задача 5. (РОЗДІЛ 2) 
 
Для дослідження вільних коливань 
скласти диференціальне рівняння 
руху маятника з шарнірно 
закріпленим жорстким масивним 
підвісом. 
Рисунок 14.5 – Графічне 
зображення до задачі 5 
 
Задача 6. (РОЗДІЛ 3) 
 
Визначити частоту вільних 
коливань механічної системи, що 
складається з підпружиненного 
циліндра за умови, що прослизання 
циліндра по опорній поверхні 
відсутня. 
 
Параметри системи: M, c, b, l, L. 
Рисунок 14.6 – Графічне 
зображення до задачі 6 
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Задача 7. (РОЗДІЛ 3) 
 
Скласти диференціальне 
рівняння руху системи, що 
складається з жорстко 
защемленого підпружиненного 
сталевого стрижня круглого 
перетину із закріпленою на кінці 
масою М. 
Параметри системи: M, c, b, l, L. 
Рисунок 14.7 – Графічне зображення 
до задачі 7 
 
Задача 8. (РОЗДІЛ 3) 
 
Скласти диференціальне рівняння 
руху системи, що складається з 
переміщається горизонтально 
підпружиненного вантажу М. 
Параметри системи вважати 
заданими. 
 
Параметри системи: M, c, b, l, L. 
Рисунок 14.8 – Графічне 
зображення до задачі 8 
 
Задача 9. (РОЗДІЛ 3) 
  
Визначити період і 
частоту вільних 
коливань механік-







ми: M, c, b, l, L. 
Рисунок 14.9 – Графічне зображення до задачі 9 
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Задача 10. (РОЗДІЛ 4) 
 
Отримайте рівняння руху 
системи, що робить вільні 
коливання в умовах лінійно-
в'язкого тертя. Пружний 
елемент системи укладений в 
шарнірний чотирьохланковий 
– ромб, який в рівноважному 
стані утворює. 
Рисунок 14.10 – Графічне зображення 
до задачі 10 
 
Задача 11. (РОЗДІЛ 4) 
 
Отримайте рівняння вільних 
коливань тіла m, закріпленого 
на консолі сталевого стрижня 
М. Визначити, при якому 
значенні коефіцієнта 
демпфірування b коливання 
будуть мати аперіодичний 
характер. Параметри системи: 
L = 0,8 м, в = 20 мм,  
h = 10 мм, l = 0,3 м, b - ?,  
m = 10 кг, c = 4 кН/м. 
Рисунок 14.11 – Графічне зображення 
до задачі 11 
 
Задача 12. (РОЗДІЛ 4) 
 
Визначте відхилення 
підпружиненної підстави m від 
початкового положення через 2 
секунди після удару впавши на 
нього вантажем М. 
Параметри системи: 
M = 30 кг, h = 0,46 м, m = 10 кг, 
c = 2 кН/м, b = 0,48 кНс/м, t = 2 с,  
x (t) =?. 
Рисунок 14.12 – Графічне 
зображення до задачі 12 
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Задача 13. (РОЗДІЛ 4) 
 
Досліджуйте рух вантажу на 
горизонтальній площині в умовах 
сухого тертя на опорній поверхні, 
якщо причиною коливань з'явилася 
розтягнута на величину х0 
пружина. Визначте мінімальну 
відстань між опорною стінкою і 
вантажем Lmin в процесі руху. 
Параметри системи: 
m = 5 кг, L = 0,4 м, х0 = 16 см, 
c = 250 Н/м, fтр = 0,102, Lmin -?. 
Рисунок 14.13 – Графічне 
зображення до задачі 13 
 
Задача 14. (РОЗДІЛ 4) 
 
Досліджуйте вільні кутові 
коливання одноопорного 
балки з урахуванням опору 
сухого тертя, яке 
забезпечується стискає 
зусиллям N. Визначте, при 
якому значенні коефіцієнта 
тертя fтр максимальне кутове 
відхилення балки φmax не 
перевищує 0,5 рад, якщо 
відома початкова швидкість 
балки. 
Параметри системи: 
M = 24 кг, L = 2 м, l1 = 0,5 м, 
c = 0,8 кН/м, 
впр = 0,5 м, N = 200 Н,  
втр = 0,4 м, fтр –?, 
φ'0 = 12,5 рад/с, φ0 = 0,  
φmax = 0,5 рад. 
Рисунок 14.14 – Графічне зображення 
до задачі 14 
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Задача 15. (РОЗДІЛ 5) 
 
Для підресореного вантажу 
провести аналіз коливань, 
викликаних наїздом на 
одиничну нерівність типу 
"лежачий поліцейський" і 
оцінити працездатність 
підвіски при різних 
швидкостях руху. Нерівність 
задається виразом: 
h (S) = h0 sin(πS/S0) при S < S0. 
Параметри системи: 
m = 1000 кг, с = 80 кН/м,  
Vт = 10 м/с, h0 = 15 см,  
S0 = 0,5 м. 
Рисунок 14.15 – Графічне зображення 
до задачі 15 
 
Задача 16. (РОЗДІЛ 5) 
 
Дослідити вимушені коливання 
механічної системи в разі, якщо 
частота зовнішнього впливу w 
відрізняється від власної частоти р 
системи лише на ∆ = 4%. Тертям 
знехтувати. 
Початкові дані: 
m = 20 кг, L = 1,6 м, 
l1 = 0,4 м, l2 = 0,3 м, 
c1 = 5 кН / м, c2 = 3 кН / м, 
F (t) = H sin wt, H = 500 Н. Рисунок 14.16 – Графічне 







Задача 17. (РОЗДІЛ 5) 
 
Визначити амплітуду вимушених 
коливань механічної системи, 
коливання якої викликані 
впливом виконаних з 
ексцентриситетом обертових мас. 
Параметри системи: 
M = 20 кг, lM = 1,8 м, mвр = 15 кг, 
ексцентриситет r = 1 мм,  
частота обертання n = 20 1/с, 
b = 500 Нс / м, lb = 1,8 м, 
балка: 40×10 мм, L = 2 м, сталь; 
пружина: c1 = 8, l1 = 40 см, 
c2 = 4 кН/м, l2 = 20 см. 
Рисунок 14.17 – Графічне 
зображення до задачі 17 
 
Задача 18. (РОЗДІЛ 5) 
 
Визначити необхідне 
демпфірування елемента тертя b 
механічної системи, що 
забезпечує віброізоляцію 
вертикальних коливань в 
резонансному режимі з 
коефіцієнтом динамічності 
m = 1,25. Визначити максимальну 
амплітуду коливань і відповідну 
їй частоту зовнішнього впливу 
Параметри системи: 
M = 50 кг, L = 0,6 м, 
l = 0,5 м, cφ = 1 кНм/рад, 
спр = 3,2 кН/м, F (t) = H sin wt, 
H = 500 Н, b –?. 
Рисунок 14.18 – Графічне 





Задача 19. (РОЗДІЛ 6) 
 
Визначити критичну швидкість 
руху автомобіля-тягача, при 
якій вертикальне переміщення 
причепа досягає найбільшої 
величини, і максимальну 
деформацію шин причепа в 
цьому режимі. Розглянути в 
межах малих коливань, 
вважаючи що зчіпний пристрій 
не робить вертикальних 
коливань; з'єднання дишла з 
причепом шарнірне. 
Рисунок 14.19 – Графічне зображення 
до задачі 19 
Початкові дані: 
М = 4000 кг; L = 4 м; l = 3 м, m = 100 кг, h = 0,6 м; сш = 250 кН/м, 
bш = 6 кНс/м; q0 = 3 см, а = 5 м. 
 
Задача 20. (РОЗДІЛ 6) 
 
Через неправильну затягування 
спиць колесо велосипеда набуло 
еліптичну форму. Визначити 
прискорення на сидінні велосипеда 
при русі його з постійною 
швидкістю по горизонтальній 
поверхні. 
Початкові дані: 
M = 100 кг. Рисунок 14.20 – Графічне 
зображення до задачі 20 
 
Статична деформація підвіски сидіння ∆f = 1 см. 
Коефіцієнт аперіодичне ψ = 0,1. 
Розміри колеса Dmax = 650 мм, Dmin = 600 мм. 
Швидкість руху V = 14,4 км/год. 
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Задача 21. (РОЗДІЛ 6) 
 
Для дослідження віброзахисних 
якостей підвіски сидіння 
використовується стенд, що 
включає в себе вібростіл з 
встановленим на ньому сидінням і 
прилади для запису параметрів 
коливань. Визначити реєстроване 
приладом максимальне 
переміщення в заданому діапазоні 
частот. 
Рисунок 14.21 – Графічне 
зображення до задачі 21 
 
Початкові дані: 
Переміщення вібростола H (t) = h0 sin wt, h0 = 10 см. 
0 ≤ w ≤ 20 рад/с, M = 20 кг, 
m = 80 кг, c = 4,9 кН/м, b = 2,8 кНс/м. 
 
Задача 22. (РОЗДІЛ 6) 
 
Для реєстрації коливань 
кістяка самохідної машини 
використовується низькочастотний 
вібрографа, принципова схема 
якого наведена на рисунку. Знайти 
величину зафіксованого приладом 
зміщення, якщо остов машини 
знаходиться в режимі вимушених 
коливань під впливом 
полігармонічного збурення. 
Початкові дані: прилад: m = 200 гр, 
c = 40 Н/м, b = 10 Нс/м,  
Рисунок 14.22 – Графічне 
зображення до задачі 22 
 
H(t) = H1(t) + H2(t) + H3(t),  
H1 = 0,08 sin 5t, H2 = 0,05 sin 10t, H3 = 0,03 cos 12t. 
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коливань системи з частко-
лінійною характеристикою, 
пружні елементи якої 
встановлені з попереднім 
натягом 
Рисунок 14.23 – Графічне зображення 
до задачі 23 
 
Початкові дані: 
Вантаж m = 200 кг. 
Пружний елемент c1 = с2 = 4 кН / м. 
Попередній натяг в = 0,01 м. 
Зовнішній вплив: F (t) = H sin wt, Н = 100 Н, wmах = 20 рад/с. 
 





коливань системи, якщо опір 
тертя пропорційно квадрату 
швидкості. 
Рисунок 14.24 – Графічне 
зображення до задачі 24 
 
Початкові дані: 
Вантаж m = 80 кг. 
Пружний елемент з лінійною характеристикою c1 = 4 кН/м. 
Опір тертя – квадратичне (Rтр = -b (x ')
2
); 
Демпфірування b = 200 кНс/м. 




Задача 25. (РОЗДІЛ 7) 
 
Дослідити вимушені коливання 
підпружиненного вантажу при 
гармонійному зовнішньому впливі. 
Параметри системи вважати заданими. 
Рисунок 14.25 – Графічне 
зображення до задачі 25 
 
Задача 26. (РОЗДІЛ 7) 
 
Дослідити вимушені коливання 
механічної системи з частково-





Вантаж m = 100 кг. 
Пружний елемент з нелінійної 
характеристикою, 
c1 = 6 кН/м, c2 = 3кн / м, h1 = 0,08м. 
Амортизатор з нелінійної 
характеристикою, демпфірування: 
b1 = 600 кНс/м, b2 = 200 кНс/м. 
Зовнішній вплив: 
F (t) = H sin wt при Н = 800 Н,  
wmах = 25 рад/с. 
Рисунок 14.26 – Графічне 





Задача 27. (РОЗДІЛ 8) 
 
Скласти рівняння рухів системи з 
метою дослідження коливань 
підвішеного на масивній балці 
вантажу. Визначити головні 
частоти і отримати закон руху. 
Початкові дані: 
• балка: L = 1м, перетин 8×2 см, 
сталь, m = 50 кг; 
• пружини: с1 = 500 Н/м,  
с2 = 2 кН/м; l = 0,4 м; 
• демпфер: b = 200 Нс/м; 
• вантаж M = 100 кг. 
Рисунок 14.27 – Графічне 
зображення до задачі 27 
 
Задача 28. (РОЗДІЛ 8) 
 
Дослідити рух маятника на 
підпружиненному підвісі, 
визначити головні частоти і 
параметри закону руху, якщо 
відомі початкові умови. 
Початкові дані: 
l = 0.2 м, M = 10 кг, m = 5 кг, 
 c = 250 Н/м. Рисунок 14.28 – Графічне 
зображення до задачі 28 
 
Задача 29. (РОЗДІЛ 8) 
 
Скласти рівняння руху, 
визначити головні частоти і 
отримати закон руху системи, 
що складається з балки з 
розміщеними на ній 
зосередженими масами. 
Рисунок 14.29 – Графічне 
зображення до задачі 29 
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Початкові дані: 
• балка: l1 = 0,2 м, l2 = 0,4 м, l3 = 0,4 м, l4 = 0,2 м, 
• матеріал – сталь, перетин 40×40 мм; 
• вантажі: m1 = 100 кг, m2 = 50 кг, m3 = 200 кг, b = 200 Нс/м. 
 
Задача 30. (РОЗДІЛ 8) 
 
На рамі, виконаної зі стержнів 
круглого перетину, закріплені маси 
m1 і m2. Визначити частоти і форми 
головних коливань системи. Між 
крутильній і згинальної жорсткістю 
стержнів прийняти співвідношення 
0,8k xGI EI . 
Початкові дані: 
• стержні: сталь, l1 = l2 = 0,2 м, 
 d = 20 мм, масою стержнів 
знехтувати; 
• вантажі: m1 = 20 кг, m2 = 10 кг. 
Рисунок 14.30 – Графічне 
зображення до задачі 30 
 
Задача 31. (РОЗДІЛ 8) 
 
На гнучкому стержні довжиною 2l 
закріплені дві точкові маси m1 і m2. 
Нехтуючи дією сили тяжіння і масою 
самого стержня, визначити частоти і 
форми головних коливань системи в 
площині креслення. 
Початкові дані: 
• стержень: сталь, d = 20 мм, l = 1 м, 
масою стержня знехтувати; 
• вантажі: m1 = 20 кг, m2 = 40 кг. 
Рисунок 14.31 – Графічне 
зображення до задачі 31 
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Задача 32. (РОЗДІЛ 9) 
 
Визначити амплітуду вимушених 
коливань двох масивних вантажів, 
встановлених на балці, масою якої 
можна знехтувати. 
Параметри системи: 
L = 0,8 м, l1 = l3 = L / 4, l2 = L / 2. 
Балка: 20 × 10 мм, b = 200 Нс/m, 
m1 = 120 кг, m2 = 80 кг; H = 500 Н, 
w = 10 рад/с. 
Рисунок 14.32 – Графічне 
зображення до задачі 32 
 
Задача 33. (РОЗДІЛ 9) 
 
Визначити можливі резонансні 
режими і досліджувати 
деформацію пружного елемента 
нижнього вантажу в режимі 
вимушених коливань. 
Параметри системи: 
m1 = 100 кг, m2 = 50 кг, c1 = 6 кН/м, 
c2 = 4 кН/м, b1 = 1кНс/м, H = 200 Н, 
w = 10 рад/с. 
Рисунок 14.33 – Графічне 
зображення до задачі 33 
 
Задача 34. (РОЗДІЛ 9) 
 
Через неправильну затягування спиць 
колесо велосипеда набуло еліптичну 
форму. Визначити максимальне 
значення амплітуди переміщень 
остова велосипеда m2 щодо опорної 
поверхні при русі із заданою 
швидкістю. Визначити значення 
критичної швидкості руху, при якій 
можливі резонансні явища. Рисунок 14.34 – Графічне 
зображення до задачі 34 
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Початкові дані: 
• Маси: M1 = 100 кг, m2 = 20 кг. 
• Сидіння: c1 = 50 кН/м, b1 = 200 Нс/м. 
• Колесо: Dmax = 650 мм, Dmin = 600 мм, с2 = 40 кН/м, b2 = 600 Нс/м. 
• Швидкість руху: V = 18 км/год. 
 
Задача 35. (РОЗДІЛ 10) 
 
Для трьохмасової системи з 
послідовним з'єднанням елементів 
визначити жорсткість c1 
додаткового пружного елемента, 
введеного в систему для 
віброізоляції із співвідношенням 
частот ki < w / 2. 
Рисунок 14.35 – Графічне 
зображення до задачі 35 
 
Початкові дані: 
m1 = 10 кг, m2 = 20 кг, m3 = 5 кг, с2 = 400 Н/м, с3 = 600 Н/м. 
 
Задача 36. (РОЗДІЛ 10) 
 
Через неправильну затягування спиць 
колесо велосипеда набуло еліптичну 
форму. Оцінити ефективність роботи 
демпфера b2 за абсолютним 
прискоренню в умовах руху по 
горизонтальній поверхні. 
Початкові дані: 
• Маси: M1 = 80 кг, m2 = 10 кг. 
• Сидіння: c1 = 70 кН/м. 
• Колесо: Dmax = 700 мм, Dmin = 650 мм, 
с2 = 30 кН/м, b2 = 300 Нс/м. 
Швидкість руху V = 18 км/год. 
Рисунок 14.36 – Графічне 








гасителя коливань для 
підресореного вантажу М, якщо 
коливання викликані силовим 
періодичним зовнішнім впливом  
F (t) = F0 sinwt. Стрижень маятника 
має круглий перетин. Вертикальне 
переміщення маятника не повинно 
перевищувати 25 мм. 
Початкові дані: 
M = 50 кг, c = 10 кН/м, 
F0 = 200 Н, w = 8 рад/с. 
Рисунок 14.37 – Графічне 
зображення до задачі 37 
 
Задача 38. (РОЗДІЛ 10) 
 
Визначити параметри динамічного 
гасителя mд і сд коливань маси М1 
для наведеної на рисунку системи, 
якщо коливання викликані силовим 
періодичним 
зовнішнім впливом F (t) = F0 sinwt. 
Вертикальні переміщення маятника 
не повинні перевищувати 40 мм. 
Початкові дані: 
M1 = 200 кг, M2 = 50 кг, c1 = 5 кН/м, 
c2 = 2 кН/м, b1 = 1 кНс/м; F0 = 1 кН, 
w = 12 рад/с. 
Рисунок 14.38 – Графічне 
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